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Resumo

Nas últimas décadas, vários sistemas de comunicação baseados em sincronismo caótico

têm sido propostos na literatura como alternativa a sistemas de espalhamento espectral que

melhoram o nível de privacidade na transmissão da mensagem. No entanto, devido à falta

de robustez do sincronismo caótico, um pequeno nível de ruído ou uma simples imperfeição

no canal é suficiente para impedir a comunicação. Neste trabalho, equalizadores adaptativos

são utilizados para permitir a comunicação em um sistema de comunicação baseado em caos

quando a resposta em frequência do canal não é ideal. São propostos algoritmos de equalização

baseados em versões modificadas do algoritmo normalized least-mean-squares para a versão

de tempo discreto do sistema de comunicação baseado no modelo de sincronismo de Wu e

Chua. Para esses algoritmos, é calculado o intervalo para a escolha do passo de adaptação

para evitar a divergência. Como geradores de sinais caóticos (GSC), são utilizados os mapas

de Hénon e de Ikeda e, para a codificação da mensagem, são consideradas duas funções, sendo

uma baseada na multiplicação da mensagem por um dos estados do GSC e a outra baseada na

soma da mensagem com um dos estados do GSC. Os resultados de simulação indicam que os

algoritmos propostos são capazes de equalizar o canal de comunicação e permitir o sincronismo

caótico em diferente cenários.
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Abstract

In the last decades, many communication systems applying synchronism of chaotic systems

have been proposed as an alternative spread spectrum modulation that improves the level of

privacy in data transmission. However, due to the lack of robustness of chaos synchronization,

even a low level of noise or minor channel imperfections are enough to hinder communication.

In this work, adaptive equalizers are used to enable chaotic synchronization when the com-

munication channel is not ideal. Adaptive equalization algorithms are proposed based on a

modified version of the normalized least-mean-squares algorithm, considering the discrete-time

version of the communication system based on Wu and Chua’s synchronization model. For

these algorithms, the interval for the choice of the step-size is computed, in order to avoid

divergence. The Hénon and the Ikeda maps are used as chaotic signal generators (CSG) and

two functions are considered to encode the message, one based on the multiplication of the

message by one of the states of the CSG and the other based on the addition of the message

to one of the states of the CSG. Simulation results show that the proposed algorithms can

successfully equalize the channel in different scenarios.
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Capítulo 1

Introdução e formulação do problema

Neste capítulo são apresentados o contexto, as contribuições e a organização do trabalho.

Inicialmente é feita uma breve introdução a sistemas de comunicação baseados em caos. Por

fim, são apresentados os objetivos, a justificativa, as contribuições e a organização da tese.

1.1 Sistemas de comunicação baseados em caos

O objetivo principal de um sistema de comunicação é transmitir informação de forma

confiável entre dois pontos, emissor e receptor [Lathi e Ding, 2009]. Ao longo da história, sis-

temas de comunicação se mostraram essenciais para promover o desenvolvimento e integração

de pessoas e, por isso, sempre houve esforços para torná-los mais eficientes, seguros e confiáveis

[Maral e Bousquet, 1998]. Nesse contexto, os sistemas caóticos têm se mostrado uma solução

a ser considerada.

Um sinal caótico é um sinal limitado em amplitude, determinista, aperiódico e que apre-

senta Dependência Sensível às Condições Iniciais (DSCI). Esta última propriedade significa

que, se o sistema que o gerou for iniciado com uma condição ligeiramente diferente, o sinal ob-

tido pode apresentar valores completamente distintos daqueles do sinal anterior em um curto

espaço de tempo [Alligood et al., 1997].

Costuma-se considerar que o primeiro pesquisador a analisar o comportamento caótico foi

o matemático francês Henri Poincaré, ao estudar o clássico problema dos três corpos [Alli-

good et al., 1997]. Em seu trabalho, utilizando o conceito de variedade e análises qualitativas,

Poincaré mostrou que as soluções assintóticas desse problema podem ser muito mais compli-

cadas do que as três possibilidades conhecidas até então: a convergência para um ponto fixo,

para uma órbita periódica ou para uma órbita quasi -periódica. Estava descoberto o que hoje

denomina-se caos.

1
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Baseado no trabalho de Poincaré, principalmente no seu enfoque qualitativo e geométrico,

algumas áreas da matemática nasceram e floresceram ao longo do século XX, como a topologia

algébrica e geométrica. Porém, uma compreensão mais profunda da natureza das órbitas

complicadas observadas por Poincaré só foi obtida na década de 1960, com o aparecimento

dos computadores digitais. A pesquisa na área passou a ter um “componente experimental” e a

possibilidade de “visualizar” resultados matemáticos abstratos tornou o assunto mais atraente

e acessível, chamando a atenção de pesquisadores de inúmeras áreas. Desde então, o número

de aplicações de sistemas não lineares e caos cresceu muito. Em [Strogatz, 2001], citam-se

dezenas de exemplos dessas aplicações.

Em telecomunicações e processamento de sinais, essas pesquisas se intensificaram no co-

meço da década de 1990 após os trabalhos de Pecora e Carroll [1990] e Hayes et al. [1993].

Desde então as possibilidades de aplicação da teoria do caos nessas áreas vêm aumentando,

indo desde modulações analógicas e digitais até criptografia, geração de sequências pseudoa-

leatórias, marcas d’água, compressão de dados, entre outras (veja, por exemplo, [Grzybowski

et al., 2011; Kaddoum et al., 2012, 2013; Kennedy e Kolumbán, 2000; Kennedy et al., 2000; Lau

e Tse, 2003; Stavroulakis, 2005; Tsekeridou et al., 2001]). Além disso, mostrou-se que modelos

de muitos dispositivos usados em processamento de sinais como equalizadores autodidatas e

redes de Phase Locked Loops (PLLs) podem apresentar comportamento caótico [Attux e Ro-

mano, 2003; Endo e Chua, 1988; Harb e Harb, 2004; Monteiro et al., 2009; Tavazoei e Haeri,

2009].

Especificamente, em se tratando de modulação em banda base de dados digitais, várias

ideias foram propostas [Grzybowski et al., 2011; Kennedy et al., 2000; Lau e Tse, 2003; Wil-

liams, 2001]. Nas últimas duas décadas, a viabilidade de sistemas de comunicação baseados

em sincronismo caótico tem sido investigada teorica e experimentalmente [Argyris et al., 2005;

Cuomo e Oppenheim, 1993; Eisencraft et al., 2013; Pecora e Carroll, 1990; Wu e Chua, 1993].

Recentemente, alguns trabalhos com uma abordagem mais prática usando o sincronismo

caótico têm surgido, principalmente na área de comunicações ópticas (por exemplo [Argyris

et al., 2005; Uchida, 2012]). De certa forma, isso é natural, já que geradores de sinais caóticos

podem ser facilmente criados usando propriedades intrínsecas dos lasers [Uchida, 2012]. Por

exemplo, em [Argyris et al., 2005], foi proposto um sistema de comunicação baseado em

sincronismo caótico, funcionando em um canal comercial de fibra óptica. Nesse sistema, foi

possível obter taxas de erro de bit próximas das taxas obtidas em sistemas de comunicação

convencionais. Entretanto, é importante notar que os efeitos de dispersão foram compensados

de forma não adaptativa. O sistema proposto em [Argyris et al., 2005] apresentaria um

desempenho ruim em um canal sem fio, onde as distorções variam constantemente com o

tempo devido ao multipercurso, devido à presença de várias fontes de ruído, etc.
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De fato, um dos maiores problemas em sistemas de comunicação baseados em caos é a falta

de robustez do sincronismo caótico devido à presença de ruído e interferência intersimbólica

(Intersymbol Interference - ISI) introduzidos pelo canal. Mesmo um pequeno nível de ruído ou

uma simples distorção linear é suficiente para impedir a comunicação [Eisencraft et al., 2012;

Williams, 2001]. Muitos sistemas de comunicação baseados em caos, se implementados como

propostos na literatura, apresentam taxas de erro de bit proibitivas na presença de canais não

ideais quando comparados com sistemas convencionais [Eisencraft et al., 2012]. Apesar da

obtenção de alguns resultados preliminares para canais mais realistas [Eisencraft et al., 2013;

Ren et al., 2013; Souza et al., 2012], é importante propor esquemas que possam se adaptar à

dificuldades impostas por canais de comunicação reais para que os sistemas de comunicação

baseados em caos tenham interesse comercial. Além disso, a modulação da mensagem a ser

transmitida pode influenciar na dinâmica do sistema, fazendo com que os sinais gerados deixem

de apresentar características dos sinais caóticos, como a DSCI. No entanto, na maioria dos

sistemas propostos, não há a preocupação em verificar se os sinais gerados são de fato caóticos.

Em sistemas de comunicação convencionais, é usual considerar um equalizador no receptor

para mitigar a ISI introduzida pelo canal [Haykin, 2000, 2002; Sayed, 2008]. Neste trabalho,

equalizadores adaptativos são utilizados para permitir a comunicação em um sistema de comu-

nicação baseado em caos quando a resposta em frequência do canal não é ideal. Nos sistemas

de comunicação considerados, é verificado se os sinais gerados apresentam DSCI. O esquema

de modulação caótica utilizado foi proposto por Wu e Chua [1993] e é descrito a seguir.

1.2 Formulação do problema

O esquema de sincronismo de Wu e Chua [1993], é uma maneira simples de utilizar sinais

caóticos para comunicações. Eles abordaram o sincronismo de sistemas caóticos de forma

diferente do trabalho de Pecora e Carroll [1990]. Em vez de utilizar expoentes de Lyapunov

condicionados para verificar a estabilidade assintótica do receptor e, consequentemente, a

possibilidade de sincronismo, Wu e Chua propuseram que as equações do transmissor e receptor

fossem reescritas de forma que a dinâmica do erro de sincronismo fosse simples o suficiente

para permitir a verificação direta de sua convergência para zero. Com base nesse esquema de

sincronismo, um sistema de comunicação foi proposto em [Wu e Chua, 1993] e uma versão

discreta desse sistema foi proposta posteriormente [Eisencraft et al., 2009]. Nesta seção, é feita

uma breve introdução a essas ideias.
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Sejam dois sistemas de tempo discreto que possam ser escritos na forma

x(n+ 1) = Ax(n) + b+ f(xi(n)) (1.1)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+ f(xi(n)), (1.2)

com n ∈ N a variável que representa os instantes de tempo, x(n) e x̂(n) vetores coluna, reais,

de tamanho K, ou seja, x(n) = [x1(n) x2(n) · · · xK(n)]
T e x̂(n) = [x̂1(n) x̂2(n) · · · x̂K(n)]

T,

xi e x̂i os estados do sistema, com i = 1, · · ·, K e (·)T a notação para transposição. A é uma

matriz quadrada e b é um vetor coluna, ambos constantes, reais e de dimensão K. A função

vetorial f(·): R → R
K é geralmente não linear e assume-se a hipótese de que ela dependa

apenas de um componente de x(n), tendo a forma

f(xi(n)) = [0 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
i−1 zeros

f (xi(n)) 0 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
K−i zeros

]T, (1.3)

sendo f(·) uma função escalar. O sistema descrito por (1.1) é autônomo e é chamado de

mestre, enquanto o sistema descrito por (1.2) depende de xi(n) e é chamado de escravo.

O erro de sincronismo entre os dois sistemas e(n) , x̂(n)− x(n), pode ser escrito como

e(n + 1) = Ae(n). (1.4)

Os sistemas são considerados completamente sincronizados [Boccaletti et al., 2002], se e(n)→ 0

conforme n aumenta. Consequentemente, uma condição suficiente para a sincronismo com-

pleto é dada por

|λi| < 1, 1 ≤ i ≤ K, (1.5)

sendo λi os autovalores de A [Agarwal, 1992]. Portanto, se um sistema puder ser escrito

conforme (1.1) com os autovalores de A satisfazendo (1.5), implementar um sistema escravo

que sincronize com ele torna-se uma tarefa simples.

Usando esse método de sincronismo, Wu e Chua [1993] propuseram um sistema de trans-

missão de informações usando sinais caóticos que não apresenta erros sob condições ideais

de canal. Um diagrama de blocos da versão de tempo discreto desse sistema é mostrado na

Figura 1.1 [Eisencraft et al., 2009]. Nesse esquema, o sinal de informação m(n) é codificado

usando o i-ésimo componente do vetor de estados x(n) por meio da função de codificação

s(n) = c (xi(n), m(n)) , (1.6)

de forma que o sinal de informação possa ser decodificado usando a função inversa em relação
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Figura 1.1: Sistema de comunicação baseado em caos.

a m(n), ou seja,

m(n) = c−1 (xi(n), s(n)) . (1.7)

As equações que governam o sistema global tem a mesma forma que (1.1) e (1.2). As únicas

diferenças são os argumentos de f(·), ou seja,

x(n + 1) = Ax(n) + b+ f(s(n)) (1.8)

x̂(n + 1) = Ax̂(n) + b+ f(r(n)), (1.9)

sendo r(n) o sinal que chega ao receptor. A dinâmica das equações (1.8) e (1.9) é representada

na Figura 1.1 pelo bloco Gerador de Sinais Caóticos (GSC). O bloco “canal” da Figura 1.1

representa não só o canal físico de transmissão, mas também os sistemas de transmissão

e modulação e os sistemas de recepção e demodulação efetivamente presentes em qualquer

sistema de comunicação prático. Assim, denomina-se aqui como canal um modelo de tempo

discreto para o sistema de transmissão, o canal físico e o sistema de recepção. Para um canal

ideal e na ausência de ruído, r(n) = s(n) e as Equações (1.8) e (1.9) podem ser reescritas como

x(n+ 1) = Ax(n) + b+ f(s(n)) (1.10)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+ f(s(n)). (1.11)
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Considerando que a dinâmica do erro de sincronismo é dada novamente por (1.4) e, se (1.5)

valer, x̂(n)→ x(n) e, em particular, x̂i(n)→ xi(n). Portanto, usando (1.7), obtém-se

m̂(n) = c−1 (x̂i(n),s(n))→ c−1 (xi(n),s(n)) = m(n). (1.12)

Assim, quando os parâmetros do transmissor e do receptor estiverem ajustados adequadamente

e o canal for ideal, a mensagem é recuperada sem degradação no receptor, exceto por um

transitório de sincronismo do sistema caótico.

Nesse contexto, diferentes mapas caóticos podem ser escritos em uma forma similar à

mostrada em (1.8) e (1.9), podendo ser usados em um sistema de comunicação baseado em

caos. Por exemplo, pode ser citado o mapa de Hénon [1976], utilizado neste trabalho e descrito

no Capítulo 2.

Na Figura 1.2, é mostrado um exemplo de uma mensagem m(n), o sinal transmitido s(n)

com a mensagem codificada utilizando o mapa de Hénon, o sinal recebido r(n) = s(n) e a

mensagem recuperada m̂(n) considerando um canal ideal. É possível observar que, nesse caso,

a mensagem é recuperada sem erros, após um pequeno transitório, como esperado.

Entretanto, como indicado em [Rulkov e Tsimring, 1999] e em [Eisencraft et al., 2009],

o sincronismo caótico é muito sensível a ruído aditivo ou a uma resposta em frequência não

ideal do canal e, consequentemente, m̂(n) 9 m(n), quando esses estão presentes. Devido à

natureza não linear dos sistemas envolvidos, se uma componente espectral for modificada na

transmissão do sinal pelo canal, várias componentes espectrais são afetadas no receptor. Na

Figura 1.3, é mostrado um exemplo dos sinais envolvidos considerando o canal H(z) = 0,9 e

ausência de ruído. Como pode ser observado, mesmo quando o canal consiste de uma simples

atenuação, a comunicação entre o transmissor e receptor é perdida.

Uma maneira de contornar esses problemas para canais ideais mas limitados em banda é

ajustar o espectro do sinal caótico transmitido pelo canal usando filtros lineares na malha de

realimentação do transmissor e do receptor. Essa ideia foi apresentada em [Eisencraft et al.,

2009, 2011]. Entretanto, essa solução é conveniente apenas para um canal com banda limitada,

aproximadamente ideal. Quando a resposta em frequência do canal não é conhecida, não é

possível utilizar essa solução. Diante disso, é interessante estudar soluções que possibilitem a

utilização desses sistemas de comunicação em situações onde o canal não é ideal.

1.3 Objetivos

Nesta tese de doutorado, pretende-se estudar o desempenho do sistema de comunicação

baseado em caos que utiliza a versão de tempo discreto da modulação caótica de Wu e Chua
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Figura 1.2: Simulação do sistema de comunicação mostrado na Fig. 1.1 utilizando o mapa de
Hénon e canal ideal: (a) mensagem m(n); (b) sinal transmitido s(n); (c) sinal recebido r(n);
(d) mensagem recuperada m̂(n).

[Eisencraft et al., 2009] quando ruído branco gaussiano aditivo e canais não ideais estão pre-

sentes. Dado que canais dispersivos introduzem interferência intersimbólica que varia com o

tempo, um equalizador adaptativo deve ser incluído no sistema para recuperar adequadamente

a mensagem transmitida. No sistema de comunicação, são considerados os mapas de Hénon

[1976] e Ikeda [1979] como GSC e são utilizadas duas funções de codificação. Para esses casos,

são propostos esquemas de equalização baseados no algoritmo NLMS (Normalized Least Mean

Squares) para permitir a comunicação digital baseada em caos em cenários mais realistas.
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Figura 1.3: Simulação do sistema de comunicação mostrado na Fig. 1.1 utilizando o mapa de
Hénon e H(z) = 0,9 na ausência de ruído: (a) mensagem m(n); (b) sinal transmitido s(n); (c)
sinal recebido r(n); (d) mensagem recuperada m̂(n).

1.4 Justificativa

Sinais caóticos apresentam uma série de características interessantes do ponto de vista de

comunicações: são aperiódicos, possuindo espectro de Fourier contínuo; podem apresentar au-

tocovariância aproximadamente impulsiva e baixa correlação cruzada entre sinais gerados por

um mesmo sistema com condições iniciais diferentes, sendo candidatos naturais para sistemas

de espalhamento espectral [Lau e Tse, 2003]. Assim, os sistemas que utilizam modulação caó-

tica tendem a compartilhar as mesmas propriedades dos sistemas de espalhamento espectral

convencionais, ou seja, dificuldade de detecção não autorizada, mitigação do desvanecimento

devido ao multipercurso e robustez às interferências de banda estreita [Haykin, 2000; Lau e
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Tse, 2003]. Além disso, têm o potencial de contribuir na questão da privacidade na trans-

missão dos dados e podem ser gerados usando circuitos muito simples, sendo uma potencial

solução de custo efetivo para comunicações de banda larga [Argyris et al., 2005; Feki et al.,

2003; Kolumbán et al., 1997; Ren et al., 2013].

Apesar de ser necessária muita pesquisa para tornar essas aplicações efetivamente compe-

titivas, as primeiras implementações práticas vêm surgindo nos últimos anos. Por exemplo,

como já mencionado, um grupo de pesquisadores do Optical Communications Laboratory da

Athens University na Grécia, implementou um enlace de 120 km de fibras ópticas na região

metropolitana de Atenas transmitindo na taxa de gigabits e usando portadoras caóticas. O

trabalho foi publicado no prestigiado periódico Nature [Argyris et al., 2005; Syvridis, 2009].

Contudo, a grande maioria dos trabalhos na área descrevem o desempenho dos sistemas

de comunicação baseados em caos em condições ideais de canal. Raramente confrontam-se

esses sistemas com situações usualmente encontradas na prática, como distorção, limitação

em banda, ruído aditivo e atrasos inerentes a canais, especialmente os sem fio.

Dessa forma, o estudo de soluções para possibilitar o funcionamento de sistemas de co-

municação que utilizam sinais caóticos em condições não ideais, dentre elas a equalização, é

fundamental para o desenvolvimento de aplicações práticas.

1.5 Contribuições da tese

A partir dos resultados deste trabalho, foram publicados dois artigos em periódicos in-

ternacionais [PI-1, PI-2], um artigo em um congresso internacional [CI], um artigo em um

congresso nacional [CN] e um capítulo de livro [CL], listados a seguir:

[PI-1] R. Candido, M. Eisencraft e M. T. M. Silva. Channel equalization for synchronization

of chaotic maps. Digital Signal Processing, Out. 2014.

[PI-2] R. Candido, D. C. Soriano, M. T. M. Silva, M. Eisencraft. Do chaos-based communi-

cation systems really transmit chaotic signals. Signal Processing, Mar. 2015.

[CI] R. Candido, M. Eisencraft e M. T. M. Silva. Channel equalization for Synchronization of

Ikeda maps. In Proc. of 21st European Signal Processing Conference (EUSIPCO’2013),

Marrakech Marrocos, 2013.

[CN] R. Candido, M. Eisencraft e M. T. M. Silva. Equalização de canais de comunicação para

a sincronização de mapas. In Conferência Brasileira de Dinâmica, Controle e Aplicações

(DINCON’2013), Fortaleza, 2013.
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[CL] R. Candido, M. T. M. Silva e M. Eisencraft. Channel equalization for chaotic com-

munications systems In M. Eisencraft, R. Attux e R. Suyama (eds.), Chaotic Signals in

Digital Communications, CRC Press, 2013.

As principais contribuições da tese foram:

1. Algoritmo de equalização considerando o mapa de Hénon e codificação com

multiplicação.

Foi proposto um algoritmo para equalização de canais para o sistema de comunicação

baseado em caos, utilizando o sincronismo de Wu e Chua [1993] e a codificação do

sinal transmitido feita por meio da multiplicação da mensagem por um estado do GSC.

O algoritmo foi proposto com base no NLMS e foram mostradas as condições para a

estabilidade e a escolha do passo de adaptação. Esses resultados são detalhados na

Seção 4.3 e foram publicados em [PI-1], [CN] e [CL].

2. Sistema de comunicação baseado em caos e algoritmo de equalização consi-

derando o mapa de Ikeda.

Considerando o mapa de Ikeda [1979], foi proposto um sistema de comunicação uti-

lizando o sincronismo de Wu e Chua [1993]. Foi mostrado que, em condições ideais

de canal, é possível obter sincronismo entre o transmissor e o receptor e recuperar a

mensagem transmitida sem erros. Para esse sistema, e utilizando a codificação com a

multiplicação, foi proposto um algoritmo de equalização baseado no NLMS e foram mos-

tradas as condições para a estabilidade. Esses resultados são detalhados na Seção 4.4 e

foram publicados em [CI].

3. Estudo quanto à geração de sinais caóticos no sistema com mapa de Ikeda.

Foi mostrado que, devido às características do mapa de Ikeda, os sinais gerados pelo

transmissor deixam de ser caóticos quando se utiliza a função de codificação com a

multiplicação. Apesar de ser possível contornar o problema considerando uma função

de codificação diferente, foi mostrado que o sistema utilizando o mapa de Ikeda pode

apresentar problema de sincronismo quando o transmissor gera sinais caóticos e o canal

de comunicação não é ideal. Esses resultados são detalhados na Seção 4.4.2 e foram

publicados em [PI-2].

4. Função de codificação da mensagem com a soma.

Tendo em vista que o desempenho do sistema baseado em caos obtido com a codificação

utilizando a multiplicação é muito inferior ao desempenho de sistemas convencionais, foi

proposta uma outra função de codificação, baseada na soma ponderada da mensagem
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com um estado do GSC. Nesse caso, foi considerado apenas o mapa de Hénon e foram

mostradas as condições para a escolha dos parâmetros da função de codificação para que

os sinais gerados pelo transmissor fossem caóticos. Esses resultados são detalhados na

Seção 5.1.

5. Algoritmo de equalização considerando o mapa de Hénon e codificação com

soma.

Com base na função de codificação utilizando a soma, foi proposto um algoritmo de

equalização para o sistema baseado em caos. Por meio de simulações, foi mostrado que

o sistema com essa codificação apresenta um desempenho melhor do que o obtido com

a codificação utilizando a multiplicação. Esses resultados são detalhados na Seção 5.2.

1.6 Organização da tese

A tese está estruturada em 6 capítulos e 1 apêndice. No Capítulo 2, são apresentados os

fundamentos de sinais caóticos de tempo discreto, as definições utilizadas no trabalho e os

detalhes referentes ao cálculo dos exponentes de Lyapunov.

No Capítulo 3, são apresentados fundamentos de equalização adaptativa, os algoritmos

utilizados e alguns exemplos de aplicação.

Nos Capítulos 4 e 5, a partir do algoritmo apresentado no Capítulo 3, são derivadas as

versões para sistemas baseados em caos utilizando duas funções de codificação distintas. Pri-

meiramente, no Capítulo 4, é considerada uma função que utiliza a multiplicação para a

codificação da mensagem no sinal caótico. Com base nessa codificação, é apresentado um

algoritmo de equalização para o sistema de comunicação baseado em caos e são mostrados

resultados de simulação utilizando o mapa de Hénon e o mapa de Ikeda. Sobre os mapas, são

apresentados detalhes relacionados ao sincronismo caótico e à questão dos sinais transmitidos

serem caóticos ou não. Por fim, é mostrado que o sinal gerado com o sistema de Ikeda não

é caótico e que o sistema apresenta problemas quanto ao sincronismo em algumas situações.

Em seguida, no Capítulo 5, a fim de obter um desempenho melhor do sistema, é considerada

uma outra função que utiliza a soma para a codificação da mensagem no sinal caótico. Um

algoritmo de equalização é apresentado para esse caso e são mostrados resultados de simulação

utilizando o mapa de Hénon.

No Capítulo 6 são apresentadas as conclusões e propostas de trabalhos futuros.

No Apêndice A, é apresentada uma função de codificação para o sistema com o mapa de

Ikeda, que possibilita a geração de sinais que apresentam DSCI.



Capítulo 2

Conceitos de sinais caóticos de tempo

discreto

Neste capítulo, são introduzidos alguns conceitos de sistemas dinâmicos e sinais caóticos

de tempo discreto que serão utilizados nos capítulos seguintes. Inicialmente, estabelece-se a

notação básica empregada. Em seguida, é apresentada a definição de expoentes de Lyapunov e

é mostrada uma forma de calculá-los numericamente. Por fim, são apresentados os mapas uti-

lizados nos sistemas de comunicação estudados nos próximos capítulos. A principal referência

usada neste capítulo é [Alligood et al., 1997].

2.1 Definições básicas

Um sistema dinâmico consiste em um conjunto de possíveis estados com uma regra que

determina o estado em um determinado instante em função dos estados nos instantes passados

[Alligood et al., 1997]. Essa regra, para sistemas de tempo discreto, é chamada de mapa.

Um mapa f(·) é uma função1 com domínio e contradomínio U ⊂ R
K que define um sistema

dinâmico representado por

x(n+ 1) = f(x(n)) (2.1)

com n ∈ N.

Dada uma condição inicial x(0) ⊂ U e um mapa f(·), iterando-se o mapa, obtém-se uma

órbita, definida pelo sinal formado pelo conjunto de estados x ao longo dos instantes de tempo,

ou seja,

{x(0), f(x(0)), . . . , fn(x(0))}, (2.2)

1Apesar de ser utilizada a mesma notação da função do Capítulo 1, neste capítulo, f(·) se refere a uma
função R

K → R
K .

12
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sendo fn(·) a n-ésima iteração do mapa e f0(x) = x.

Quando a iteração da função a partir de um ponto p resulta no mesmo valor, ou seja,

f(p) = p, (2.3)

p é chamado de ponto fixo.

2.2 Expoentes de Lyapunov

Um conceito fundamental na caracterização de sinais caóticos é a dependência sensível às

condições iniciais (DSCI). A DSCI significa que, para duas condições iniciais muito próximas,

os sinais resultantes vão se distanciando exponencialmente, em média, tornando-se totalmente

distintos após algumas iterações.

Uma forma prática e operacional de verificar a DSCI das órbitas é por meio dos números

de Lyapunov. Para um mapa em R
K , cada órbita tem K números de Lyapunov, que medem

a taxa de divergência exponencial média entre duas órbitas próximas ao longo de K direções

ortogonais. Essas direções são dadas pela dinâmica do mapa. A primeira será a direção ao

longo da qual a divergência entre as órbitas é a maior. A segunda será a direção de maior

divergência dentre as direções perpendiculares à primeira. A terceira direção será a de maior

divergência dentre as direções perpendiculares à primeira e à segunda e assim por diante. Os

fatores de separação em cada uma dessas direções são os números de Lyapunov da órbita,

associados a uma condição inicial.

Considerando-se uma esfera S de raio pequeno com centro no ponto associado à condição

inicial da órbita x(0) e examinando o resultado de uma iteração do mapa f(·) sobre os pontos

dessa esfera, o resultado é uma forma elipsoidal com eixos mais longos nas direções em que

f(·) proporciona uma maior separação entre duas condições iniciais próximas e eixos mais

curtos nas direções em que f(·) proporciona uma menor separação entre duas condições iniciais

próximas. As mudanças nos eixos desse “elipsóide” imagem, ao longo das iterações, são dadas

pelos números de Lyapunov. Eles medem a quantia de alongamento ou encurtamento dos

eixos. Essa ideia é ilustrada na Figura 2.1 para o caso bidimensional.

Mais formalmente, basta substituir a esfera em torno de x(0) e o mapa f(·) pela esfera

de raio unitário S1 e a matriz jacobiana Df(x(0)), já que o interesse está no comportamento

infinitesimal em torno de x(0). Sendo

Jn = Dfn(x(0)) (2.4)
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x(0)
fn(x(0))

1

f
n(·)

(ρn
1
)

(ρn
2
)

Figura 2.1: Evolução de uma disco de raio unitário após n iterações do mapa f(·).

a matriz jacobiana da função resultante da n-ésima iteração do mapa f(·), JnS1 será um

elipsóide com K eixos ortogonais. Os eixos serão maiores que 1 nas direções de expansão e

menores do que 1 nas direções de contração. As K médias geométricas das taxas de expansão

dos K eixos ortogonais são os números de Lyapunov. Ou seja, para k = 1, · · · ,K, sendo (ρnk) o

comprimento do k-ésimo maior eixo ortogonal do elipsóide JnS1, para uma órbita com ponto

inicial x(0), o k-ésimo número de Lyapunov Lk associado à condição inicial x(0) é dado por

Lk = lim
n→∞

(ρnk)
1/n, (2.5)

se o limite existir. A partir de Lk, pode-se obter o k-ésimo expoente de Lyapunov associado

à condição inicial x(0), dado por

κk = lnLk. (2.6)

Sendo S1 a esfera de raio unitário em R
K e B uma matriz K ×K, os tamanhos dos eixos

ortogonais do elipsóide BS1 podem ser calculados diretamente como sendo as raízes quadradas

dos K autovalores da matriz BBT e as direções dos eixos serão dadas pelos K autovetores

correspondentes. Usando esse resultado, é possível calcular analiticamente os números de

Lyapunov em alguns casos, dados o mapa, a matriz jacobiana Jn e a condição inicial.

Por exemplo, considere-se o mapa conhecido como cat map, dado por

x(n + 1) = f(x(n)) =

[
2 1

1 1

][
x1(n)

x2(n)

]
mod 1 = Ax(n)mod 1, (2.7)

no qual a notação xmod 1 se refere ao número x + k, com k sendo o único inteiro que faz
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com que 0 ≤ x + k < 1. Assim, 14,92mod 1 = 0,92 e −14,92mod 1 = 0,08. Nesse caso, a

matriz jacobiana Df(x) é constante e igual à matriz A para qualquer x. Usando o resultado

citado anteriormente, os tamanhos dos eixos da elipse formada após a aplicação de fn serão

as raízes quadradas dos autovalores de An(An)T. Como A é uma matriz simétrica, ou seja

A = AT, esses serão os mesmos autovalores de An, que podem ser calculados como λn
i , sendo

λi, i = 1, 2, os autovalores de A, dados por λ1 = 2,618 e λ2 = 0,382. Assim, um disco de

raio r será transformado em uma elipse com raios rλ1 e rλ2 após uma iteração do mapa e

em uma elipse com raios rλn
1 e rλn

2 após n iterações do mapa. Usando (2.5), os números de

Lyapunov para esse mapa serão dados por L1 = λ1 = 2,618 e L2 = λ2 = 0,382 e os expoentes

de Lyapunov serão κ1 = lnL1 ≈ 0,962 e κ2 = lnL2 ≈ −0,962.
Entretanto, para quase todos os mapas não existe forma analítica de determinar os expoen-

tes de Lyapunov a partir do mapa e da matriz jacobiana. Geralmente, a matriz Jn = Dfn(x(0))

é difícil de ser calculada com precisão para valores grandes de n, sendo necessário fazer uma

aproximação do elipsóide imagem JnS1 por meio de algoritmos computacionais.

Dado que o elipsóide JnS1 tem eixos de tamanho pk nas direções uk, a abordagem direta

para obter os expoentes de Lyapunov seria o cálculo da matriz JnJ
T

n e a obtenção de seus

autovalores p2k. No caso de o elipsóide possuir direções em que ele é alongado e comprimido, ele

será muito longo e muito fino para um valor de n grande. A matriz Jn será mal condicionada e

os autovalores de JnJ
T

n vão conter números muito grandes ou muito pequenos, o que causa erros

de precisão numérica nos algoritmos computacionais. Por essa razão, o cálculo do elipsóide

JnS1 na forma direta deve ser evitado.

Uma forma indireta que funciona melhor consiste em acompanhar o elipsóide conforme ele

evolui. Sendo {x(0),x(1), · · · ,x(n− 1)} os pontos de uma órbita do mapa f(·) com condição

inicial x(0) e usando a regra da cadeia, é possível escrever Jn na forma

Jn = Dfn(x(0)) = Df(x(n− 1)) · · ·Df(x(0)). (2.8)

Assim, é possível calcular JnS1 uma iteração por vez. Iniciando com uma base ortonormal

{(u0
1), · · · ,(u0

K)} para R
K , calcula-se os vetores (z11), · · · ,(z1m) como

(z11) = Df(x(0))(u0
1), · · · ,(z1K) = Df(x(0))(u0

K). (2.9)

Esses vetores estão sobre o elipsóide Df(x(0))S1, mas não serão necessariamente ortogo-

nais. Para contornar essa situação, é necessário obter um novo conjunto de vetores ortogonais

{(u1
1), · · · ,(u1

K)} que geram um elipsóide com o mesmo volume de Df(x(0))S1. Para tanto,
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utilizando o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, obtém-se

(y1
1) = (z11)

(y1
2) = (z12)−

(z12) · (y1
1)

‖(y1
1)‖

2 (y1
1)

(y1
3) = (z13)−

(z13) · (y1
1)

‖(y1
1)‖

2 (y1
1)−

(z13) · (y1
2)

‖(y1
2)‖

2 (y1
2)

...

(y1
K) = (z1K)−

(z1K) · (y1
1)

‖(y1
1)‖

2 (y1
1)− · · · −

(z1K) · (y1
K−1)∥∥(y1

K−1)
∥∥2 (y1

K−1).

Fazendo (u1
k) = (y1

k), para k = 1, · · · ,K, obtém-se um conjunto de vetores ortogonais que

geram um elipsóide com o mesmo volume de Df(x(0))S1. A partir daí, bastaria continuar o

procedimento, calculando o valor do jacobiano Df(·) no segundo ponto da órbita, obtendo-

se o conjunto de vetores {(z21), · · · (z2K)} e, após a ortogonalização, o conjunto de vetores

{(u2
1), · · · (u2

K)}. Entretanto, para eliminar o problema dos números muito grandes ou muito

pequenos, é necessário normalizar a base ortogonal a cada passo. Para tanto, obtém-se a nova

base ortonormal fazendo (u1
k) = (y1

k)/ ‖(y1
k)‖ para k = 1, · · · ,K.

Em seguida, calcula-se a matriz jacobiana no próximo ponto da órbita e obtém-se uma

nova base ortonormal {(y2
1), · · · (y2

K)}, a partir do conjunto de vetores

Df(x(1))(u1
1), · · · ,Df(x(1))(u1

K). (2.10)

Fazendo isso, a cada passo j,
∥∥(yj

k)
∥∥ mede a taxa de crescimento na direção k devido a

ação de uma iteração do mapa. Dado que, usando um valor de n suficientemente grande,

ρk ≈
∥∥(y1

k)
∥∥ ·

∥∥(y2
k)
∥∥ · . . . · ‖(yn

k )‖ , (2.11)

é possível estimar o valor do k-ésimo expoente de Lyapunov pela da expressão

κk ≈
ln ‖(y1

k)‖+ · · ·+ ln ‖(yn
k)‖

n
. (2.12)

Pode-se mostrar que uma órbita com o maior expoente de Lyapunov positivo apresenta

DSCI [Abraham et al., 2004]. Assim, calculando os expoentes de Lyapunov para uma um mapa

x(n + 1) = f(x(n)), é possível determinar se o sistema apresenta DSCI. Se o maior expoente

de Lyapunov κ1 for positivo, o que equivale ao maior número de Lyapunov L1 ser maior que

um, existirá uma direção para a qual duas órbitas inicialmente próximas irão divergir após
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algumas iterações do mapa.

2.3 Sinais caóticos: definição e mapas utilizados

Não existe uma única definição geral para caracterizar sinais caóticos, como pode ser visto,

por exemplo, em [Alligood et al., 1997; Devaney, 2003]. Neste trabalho, é utilizada a definição

encontrada em [Li e Yorke, 1975], também expressa em [Alligood et al., 1997]. Por essa

definição, um sinal limitado x(n) é caótico se

1. for aperiódico;

2. seu maior expoente de Lyapunov κ1 for positivo.

Pelo fato de os sinais caóticos serem aperiódicos, os mesmos não convergem para pontos

fixos ou para órbitas periódicas. Além disso, possuindo DSCI, representada pela presença do

maior expoente de Lyapunov κ1 > 0, órbitas com condições iniciais próximas divergem após

poucas iterações do mapa. Sendo assim é sempre possível encontrar um ponto suficientemente

próximo da condição inicial, cuja órbita relacionada estará relativamente distante após algumas

iterações.

Ainda pela característica da DSCI, pode-se dizer que os sinais caóticos são de difícil pre-

visão. Em um sistema prático, não se conhecendo exatamente a condição inicial com toda a

precisão, não é possível prever o comportamento do sistema após um curto período de tempo

[Strogatz, 2001].

Nos mapas geradores de sinais caóticos utilizados neste trabalho, apenas um conjunto de

medida nula de condições iniciais gera órbitas periódicas com o maior expoente de Lyapunov

positivo. Nesse caso, a probabilidade de se escolher ao acaso uma condição inicial no domínio

U que gere órbitas periódicas com o maior expoente de Lyapunov positivo ou que convirja

para uma é zero. Por esse motivo, numericamente, considera-se aqui que o fato de o maior

expoente de Lyapunov ser positivo é suficiente para afirmar que o sinal é caótico [Alligood

et al., 1997].

Uma outra definição usual na literatura é a de atrator caótico. De forma simples, pode-se

dizer que um atrator é um ponto, ou conjunto de pontos no espaço de fases para o qual toda

órbita que passar suficientemente próxima converge [Alligood et al., 1997]. Os atratores de

órbitas caóticas são chamados de atratores caóticos. Outro conceito utilizado é o de bacia de

atração, representada pelo conjunto de pontos do espaço de fases que levam a órbita para o

atrator caótico.

A seguir, são apresentados os mapas geradores de sinais caóticos de tempo discreto que

são utilizados no trabalho.
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2.3.1 Mapa de Hénon

O mapa de Hénon [1976] é um mapa bidimensional de tempo discreto proposto como um

modelo simples de um sistema que apresenta propriedades semelhantes às do sistema de Lorenz

[Lorenz, 1963], em particular a presença de um atrator estranho [Hénon, 1976]. Ele é dado

por

x(n+1) =

[
x1(n+1)

x2(n+1)

]
=

[
1− αx2

1(n) + x2(n)

βx1(n)

]
, (2.13)

sendo α e β parâmetros do mapa.

Para α = 1,4 e β = 0,3 [Hénon, 1976], o mapa apresenta um atrator caótico com expoentes

de Lyapunov κ1 = 0,42 e κ2 = −1,62. Na Figura 2.2, é mostrado o atrator no espaço de fases

assim como um trecho de sua bacia de atração, indicada em amarelo. Para condições iniciais

fora dessa área, o mapa diverge, fazendo x1(n) e x2(n) tenderem a infinito. Na Figura 2.3, são

mostrados trechos de x1(n) e x2(n) ao longo das iterações para x(0) = 0.

Figura 2.2: Atrator do mapa de Hénon com α = 1,4 e β = 0,3. A área amarela indica a bacia
de atração para o atrator caótico mostrado em preto.

2.3.2 Mapa de Ikeda

Usando algumas hipóteses simplificadoras, o mapa de Ikeda é um modelo para um tipo de

célula que pode ser utilizado em um computador óptico [Alligood et al., 1997; Ikeda, 1979]. É

um mapa bidimensional dado por

x(n+1) =

[
x1(n+1)

x2(n+1)

]
=

[
C2x1(n) cos θ(n)−C2x2(n) sin θ(n)+R

C2x1(n) sin θ(n)+C2x2(n) cos θ(n)

]
, (2.14)
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Figura 2.3: Trechos de x1(n) e x2(n) do mapa de Hénon com α = 1,4 e β = 0,3 inicializado
com x(0) = 0.

em que

θ(n) = C1 −
C3

1 + x2
1(n) + x2

2(n)
, (2.15)

e C1, C2, C3 e R são constantes reais.

Considerando os parâmetros usuais [Alligood et al., 1997]

C1 = 0,4, C2 = 0,9, C3 = 6 e R = 1, (2.16)

o mapa de Ikeda apresenta um atrator caótico com expoentes de Lyapunov κ1 ≈ 0,51 e

κ2 ≈ −0,72 e um ponto fixo localizado em x∗ ≈ [2,97 4,15]T com expoentes de Lyapunov

κ1 ≈ −0,11 e κ2 ≈ −0,10. Para esse conjunto de parâmetros, as órbitas de (2.14) podem

apresentar dois comportamentos distintos: (i) convergência para o ponto fixo x∗ ou (ii) con-

vergência para o atrator caótico. Na Figura 2.4 são mostrados ambos os atratores no espaço

de fases assim como trechos de suas bacias de atração. O atrator caótico é mostrado em preto

e o ponto fixo atrator é indicado pela cruz. A área em amarelo indica a bacia de atração para o

atrator caótico, ou seja, os pontos do espaço de fases que levam a órbita para o atrator caótico.

Os pontos fora dessa área levam a órbita para o ponto fixo. Na Figura 2.5, são mostrados

trechos de x1(n) e x2(n) ao longo das iterações para x(0) = 0.
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Figura 2.4: Atratores do mapa de Ikeda. A área amarela indica a bacia de atração para o
atrator caótico mostrado em preto. Órbitas iniciadas fora da área amarela são levadas para o
ponto fixo indicado pela cruz.
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Figura 2.5: Trechos de x1(n) e x2(n) do mapa de Ikeda com os parâmetros (2.16), inicializado
com x(0) = 0.

2.4 Conclusões

Neste capítulo, foram apresentados alguns conceitos básicos de sistemas dinâmicos como

a definição de sinais caóticos, os mapas utilizados e uma forma de se verificar a DSCI. Clara-

mente, a exposição limitou-se aos aspectos que serão utilizados nos capítulos restantes deste
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trabalho. No capítulo seguinte, serão introduzidos conceitos de equalização adaptativa e o al-

goritmo NLMS. Com base nos conceitos apresentados aqui e nesse algoritmo, são propostos nos

Capítulos 4 e 5, algoritmos de equalização para o caso dos sistemas de comunicação baseados

em caos utilizando os mapas de Hénon e Ikeda considerando duas funções de codificação.



Capítulo 3

Fundamentos de equalização adaptativa

Neste capítulo, são introduzidos conceitos básicos de equalização adaptativa. Em seguida,

é feita uma descrição do algoritmo NLMS e são apresentados resultados da aplicação desse

algoritmo para equalização em alguns cenários.

3.1 Uma breve introdução à equalização adaptativa

Em sistemas de comunicação digital, sinais transmitidos entre dois pontos podem ser afe-

tados por interferência intersimbólica (ISI) e ruído introduzidos por canais dispersivos. Alguns

exemplos desses canais são os cabos coaxiais, as fibras ópticas ou cabos de pares trançados em

sistemas de comunicação com fio e a atmosfera e o oceano em sistemas de comunicação sem

fio [Johnson Jr. et al., 1998]. Para compensar os efeitos de distorção introduzidos pelo canal, é

comum utilizar equalizadores adaptativos, na tentativa de recuperar a sequência de símbolos

transmitida por meio da mitigação dos efeitos de ISI [Ding e Li, 2001; Haykin, 2002; Johnson

Jr. et al., 1998; Qureshi, 1985; Treichler et al., 1996].

Um sistema de comunicação simplificado com um equalizador adaptativo é mostrado na

Figura 3.1. Assume-se que todos os valores são reais e, nessa figura, é pressuposto que o

sistema opere em banda base e portanto, a mensagem binária transmitida m(n) e a sequência

modulada s(n) são sinais iguais. Desse modo, a sequência m(n) ≡ s(n) é transmitida através

de um canal desconhecido, modelado em geral como sendo um filtro de resposta ao impulso

finita (Finite Impulse Response - FIR) com função de transferência

H(z) = h0 + h1z
−1 + · · ·+ hLh−1z

−Lh+1, (3.1)

e ruído aditivo branco gaussiano (Additive White Gaussian Noise - AWGN) η(n), de média

22
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equalizador

adaptativo

canal

s(n−∆)
z−∆

η(n)

e(n)

s(n) r(n) ŝ(n)
H(z)

Figura 3.1: Sistema de comunicação simplificado com um equalizador adaptativo no modo de
treinamento.

zero e variância σ2
η . Usando esse modelo, r(n) pode ser reescrito como

r(n) =

Lh−1∑

k=0

hks(n− k) + η(n). (3.2)

Devido à memória do canal, o sinal que chega ao receptor contém contribuições não apenas

de s(n) mas também dos símbolos anteriores s(n− 1), s(n− 2), . . . , s(n−Lh + 1). Isto pode

ser notado mais facilmente reescrevendo (3.2) como

r(n) =
∆−1∑

k=0

hks(n− k)

︸ ︷︷ ︸
pré-ISI

+h∆s(n−∆) +

Lh−1∑

k=∆+1

hks(n− k)

︸ ︷︷ ︸
pós-ISI

+η(n), (3.3)

sendo ∆ um inteiro fixo que representa o atraso imposto pelo sistema composto pelo canal e

equalizador. O equalizador adaptativo deve mitigar os dois somatórios mostrados em (3.3),

eliminando dessa forma a ISI e encontrando uma aproximação ŝ(n) para s(n − ∆). O equa-

lizador esquematizado na Figura 3.1 funciona no modo de treinamento, já que uma versão

atrasada da sequência transmitida s(n−∆) (sequência de treinamento) é conhecida de ante-

mão no receptor. Durante o modo de treinamento, o equalizador atualiza os seus coeficientes

usando o sinal de erro e(n) = s(n − ∆) − ŝ(n) juntamente com um algoritmo adaptativo.

Quando a informação é efetivamente transmitida, o receptor não conhece de antemão o sinal

s(n − ∆). Nesse caso, o sinal de treinamento s(n − ∆) é substituído por uma estimativa

obtida na saída do decisor, como mostrado na Figura 3.2. Nessa configuração, diz-se que o

equalizador trabalha no modo de decisão direta [Nascimento e Silva, 2014].

Devido à sua simplicidade, o equalizador linear transversal adaptado com o algoritmo do
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equalizador

adaptativo

decisor

e(n)

r(n) ŝ(n)

Figura 3.2: Equalizador adaptativo no modo de decisão direta.

gradiente estocástico é o esquema mais utilizado em sistemas de comunicação digital. En-

tretanto, um equalizador linear pode ter um desempenho ruim em muitas situações práticas,

como canais com respostas ao impulso longas e esparsas, canais de fase não mínima, canais com

nulos espectrais ou não linearidades [Bouchired et al., 1998/1999; Gutierrez e Ryan, 2000; Park

e Jeong, 2002; Rontogiannis e Berberidis, 2003]. Nesses casos, Forney Jr. [1972] mostrou que

o equalizador ótimo é não linear e pode ser implementado com um filtro casado branqueador e

o algoritmo de Viterbi. A necessidade da estimativa do canal e o custo computacional elevado

do algoritmo de Viterbi tornam essa solução impraticável para canais longos. O mesmo ocorre

com métodos bayesianos para equalização de canais, que, apesar de ótimos, são geralmente

desenvolvidos pressupondo que as características do canal sejam previamente conhecidas e

além disso, também apresentam alto custo computacional [Chen et al., 1993; Mulgrew, 1996].

Assim, soluções não lineares subótimas que apresentam um melhor compromisso entre custo

computacional e desempenho, independentemente do canal, têm sido propostas na literatura.

Alguns exemplos de equalizadores não lineares são: equalizadores de realimentação de decisões

(Decision Feedback Equalizer - DFE) [Qureshi, 1985; Rontogiannis e Berberidis, 2003; Tsim-

binos e White, 2001], redes neurais [Gibson et al., 1991; Mulgrew, 1996; Park e Jeong, 2002;

Sweatman et al., 1998; Theodoridis et al., 1995], máquinas de vetores de suporte (support

vector machines) [Santamaria et al., 2004], séries de Volterra [Gutierrez e Ryan, 2000] e filtros

adaptativos baseados em núcleo (kernel adaptive filters) [Liu et al., 2010].

Uma outra abordagem não linear importante para equalização de canais é conhecida como

equalização autodidata (ou não supervisionada). Nesse caso, a não linearidade está na estima-

tiva do sinal transmitido com base em estatísticas de ordem superior (High Order Statistics

- HOS). Uma vez que a transmissão da sequência de treinamento não é feita, a banda dispo-

nível é usada de forma mais eficiente [Johnson Jr. et al., 1998]. Existem diversos algoritmos

de equalização autodidata baseados em HOS na literatura, mas o mais popular é o algoritmo

do módulo constante (Consant Modulus Algorithm - CMA), proposto independentemente por

Godard [Godard, 1980] e Treichler e Agee [Treichler e Agee, 1983]. Uma visão geral dos resul-

tados relacionados ao CMA pode ser encontrada em [Ding e Li, 2001; Johnson Jr. et al., 1998].
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Uma vez que os algoritmos de equalização autodidata são derivados a partir da minimização

de funções não convexas, sua utilização em conjunto com esquemas não lineares (por exemplo,

redes neurais) levam a soluções contendo diversos mínimos locais, para os quais os algoritmos

podem convergir. Assim, algoritmos de equalização autodidata são comumente usados para

adaptar filtros lineares transversais ou, no caso não linear, uma das estruturas que também é

utilizada é o DFE.

Neste trabalho, a fim de obter soluções relativamente simples para equalização de sequên-

cias caóticas, foi considerado um algoritmo de equalização baseado no algoritmo NLMS [Hay-

kin, 2002; Sayed, 2008]. Esse algoritmo foi implementado em um filtro transversal, cuja entrada

e vetor de coeficientes são dados por

r(n) = [ r(n) r(n− 1) · · · r(n−M + 1)]T (3.4)

e

w(n− 1) = [w0(n− 1) w1(n− 1) · · · wM−1(n− 1) ]T (3.5)

e cuja saída é calculada como

ŝ(n) = rT(n)w(n− 1). (3.6)

A seguir, é feita uma descrição em detalhes do algoritmo NLMS.

3.2 Equalização linear com o algoritmo NLMS

Algoritmos do gradiente estocástico buscam minimizar o erro quadrático médio (Mean

Square Error - MSE), definido como C(n) , E{e2(n)}, em que E{·} representa o operador de

esperança matemática e

e(n) = s(n−∆)− ŝ(n). (3.7)

O MSE é uma função convexa, cujo mínimo é dado pela solução de Wiener

wo = R−1p∆, (3.8)

na qual R = E{r(n)rT(n)} é a matriz de autocorrelação do sinal de entrada e p∆ é o vetor

de correlação cruzada entre o vetor regressor de entrada e o sinal transmitido, ou seja, p∆ =

E{s(n−∆)r(n)}. A solução de Wiener é conhecida como solução linear ótima no sentido da

minimização do erro quadrático médio e depende do atraso ∆ do sinal transmitido [Farhang-
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Boroujeny, 1998; Haykin, 2002; Sayed, 2008]. Na Figura 3.3 é mostrada a função custo MSE

pressupondo a transmissão de uma sequência binária s(n) ∈ {−1, + 1} através do Canal 1,

com resposta ao impulso infinita (Infinite Impulse Response - IIR) cuja saída está relacionada

com a entrada de acordo com a equação de diferenças

r(n) = s(n)− 0,6r(n− 1), (3.9)

que corresponde à função de transferência

H1(z) =
1

1 + 0,6z−1
. (3.10)

Como o Canal 1 é IIR e o equalizador é um filtro FIR, é possível obter equalização perfeita na

ausência de ruído, com apenas M = 2 coeficientes e atraso nulo. Nesse caso, o mínimo MSE

ocorre para

wo = [ 1 0,6 ]T. (3.11)

C
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Figura 3.3: Função custo do erro quadrático médio, considerando a transmissão de uma
sequência binária s(n) ∈ {−1, + 1} através do Canal 1 com função de transferência dado
pela Eq. (3.10).

A solução de Wiener pode ser atingida pelo algoritmo do gradiente determinista (steepest

descent), que evita o cálculo da inversa da matriz R atualizando-se w(n−1) na direção oposta

à do gradiente de C(n), isto é,

w(n) = w(n− 1) + µ [p∆ −Rw(n− 1)] , (3.12)

sendo µ um passo de adaptação e w(−1) uma estimativa inicial para o ponto de mínimo
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de C(n), usualmente assumido como sendo o vetor nulo (w(−1) = 0). Por meio da escolha

adequada de µ, (veja [Farhang-Boroujeny, 1998; Haykin, 2002] para os detalhes sobre a estabi-

lidade), esse algoritmo atinge exatamente a solução de Wiener. Entretanto, o gradiente exato

requer o conhecimento prévio de R e p∆, o que geralmente não é praticável para aplicações

de equalização. É importante notar que, em situações práticas, o canal é variante no tempo,

r(n) é não estacionário e, portanto, R e p∆ não podem ser estimados com exatidão em cada

instante de tempo.

Para contornar esse problema, o algoritmo LMS, foi proposto. Em vez de considerar a

função custo exata, o LMS usa uma aproximação instantânea dada por

Ĉ(n) = e2(n) (3.13)

e atualiza os coeficientes do equalizador usando a seguinte equação

w(n) = w(n− 1)− µ∇wĈ(n), (3.14)

sendo µ um passo de adaptação e ∇wĈ(n) o vetor gradiente instantâneo da função custo Ĉ(n)

a ser minimizada, dado por

∇wĈ(n) = −2e(n)r(n). (3.15)

Com essa aproximação, obtém-se a equação de atualização de coeficientes do LMS

w(n) = w(n− 1) + µe(n)r(n), (3.16)

com w(−1) = 0.

O algoritmo LMS é um dos algoritmos mais utilizados em filtragem adaptativa devido ao

baixo custo computacional, robustez e a grande variedade de resultados analíticos presentes na

literatura. A partir de uma análise de segunda ordem, é possível mostrar que o LMS converge

na média quadrática para a solução de Wiener, se [Farhang-Boroujeny, 1998]

0 < µ <
2

3λmax

<
2

3Mσ2
r

, (3.17)

em que λmax é o máximo autovalor de R e σ2
r é a variância do sinal de entrada r(n).

É bem conhecido na literatura sobre filtros adaptativos que um problema do algoritmo LMS

é relativo à escolha do passo de adaptação µ a fim de obter uma boa velocidade de convergência,

um valor de erro quadrático médio aceitável em regime e até mesmo garantir a estabilidade

do algoritmo, já que o máximo valor do passo de adaptação depende de estatísticas do sinal
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de entrada [Haykin, 2002; Sayed, 2008]. Algoritmos que utilizam passo de adaptação variável

fazem essa escolha de maneira mais apropriada e podem apresentar desempenho superior em

relação às versões não normalizadas, principalmente quando as estatísticas do sinal de entrada

mudam rapidamente. Esse é o caso do algoritmo NLMS [Haykin, 2002; Sayed, 2008], proposto

como uma versão do LMS com o seguinte passo de adaptação:

µ(n) =
µ̃

δ + ‖r(n)‖2 , (3.18)

com 0 < µ̃ < 2, sendo δ uma constante positiva pequena usada para evitar a divisão por zero

e ‖ · ‖ representando a norma euclideana. Assim, a equação de atualização dos coeficientes

com o NLMS é dada por

w(n) = w(n− 1) +
µ̃

δ + ‖r(n)‖2 e(n)r(n). (3.19)

O passo de adaptação variante no tempo µ(n) depende inversamente da potência instantânea

do vetor regressor de entrada r(n), o que faz com que o NLMS se adapte às variações nas

estatísticas do sinal.

É importante notar que o algoritmo NLMS pode ser calculado de diversas maneiras. A

maneira mais usual é por meio do cálculo do passo de adaptação µ(n) que faz com que o erro

de estimação a posteriori

ep(n) = s(n−∆)− rT(n)w(n) (3.20)

seja igual a zero a cada iteração do algoritmo [Farhang-Boroujeny, 1998; Nascimento e Silva,

2014]. Assim, usando (3.16) com µ(n) em vez de µ em (3.20), obtém-se

ep(n) = s(n−∆)− rT(n) [w(n− 1) + µ(n)e(n)r(n)]

= e(n) [1− µ(n)rT(n)r(n)] . (3.21)

Para impor ep(n) = 0 a cada iteração n, deve-se escolher

µ(n) =
1

‖r(n)‖2 . (3.22)

Por fim, para evitar a divisão por zero em (3.22) e controlar a velocidade de convergência, é

comum incluir um fator de regularização δ e um passo de adaptação µ̃, o que leva a (3.18) e

a equação de atualização (3.19).

Outra abordagem bastante utilizada é a interpretação do NLMS como um algoritmo do tipo

quasi -Newton, o que explica a sua rápida convergência quando comparado ao LMS [Sayed, 2008].
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3.3 Estabilidade do NLMS

Usando (3.19) e (3.7), a equação de adaptação do NLMS pode ser reescrita como

w(n) =

[
I− µ̃

δ + ‖r(n)‖2 r(n)r
T(n)

]
w(n− 1)

+ µ̃ s(n−∆)
r(n)

δ + ‖r(n)‖2 , (3.23)

sendo I a matriz identidade de dimensão M × M . A matriz entre colchetes tem M − 1

autovalores unitários e um autovalor igual a Sayed [2008]

λ1 = 1− µ̃
‖r(n)‖2

δ + ‖r(n)‖2 . (3.24)

Notando que

0 ≤ ‖r(n)‖2
δ + ‖r(n)‖2 < 1, (3.25)

e para ‖r(n)‖2 ≫ δ, ‖r(n)‖2/(δ + ‖r(n)‖2) ≈ 1, a fim de se garantir que |λ1| < 1, deve-se

escolher µ̃ no intervalo

0 < µ̃ < 2. (3.26)

A norma da segunda parcela do lado direito de (3.23) é limitada, isto é,

0 ≤ µ̃ |s(n−∆)| ‖r(n)‖
δ + ‖r(n)‖2 ≤ µ̃

√
δ

2δ
<∞. (3.27)

Portanto, usando resultados de estabilidade exponencial (determinísticos) do algoritmo LMS

[Sethares, 1992], conclui-se que o NLMS é estável se µ̃ for escolhido no intervalo (3.26), ou

seja, para esses valores de µ̃, o algoritmo não diverge [Haykin, 2002].

3.4 Resultados de simulação

A fim de mostrar o comportamento do algoritmo NLMS, foi considerada a transmissão de

uma sequência binária s(n) ∈ {−1, +1} através dos canais listados na Tabela 3.1, juntamente

com as respectivas funções de transferência. Esses resultados servem de base de comparação

para a equalização de sistemas que usam caos discutidos nos próximos capítulos.

Inicialmente, foi considerada a transmissão através do Canal 1 (IIR) na ausência de ruído.

Na simulação, foi considerado atraso nulo (∆ = 0) e foram utilizados equalizadores com M = 2

coeficientes. É importante ressaltar que, para obter um bom comportamento do algoritmo
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Tabela 3.1: Canais de comunicação utilizados nas simulações.
Canal 1: canal IIR

r(n) = s(n)− 0,6r(n− 1)

H1(z) =
1

1 + 0,6z−1

Canal 2: parte real do canal telefônico de [Picchi e Prati, 1987]

r(n) = −0,005s(n) + 0,009s(n− 1)− 0,024s(n− 2) + 0,850s(n− 3)
−0,218s(n− 4) + 0,050s(n− 5)− 0,016s(n− 6)

H2(z) = −0,005 + 0,009z−1 − 0,024z−2 + 0,850z−3

−0,218z−4 + 0,050z−5 − 0,016z−6

Canal 3: parte imaginária do canal telefônico de [Picchi e Prati, 1987]

r(n) = −0,004s(n) + 0,030s(n− 1)− 0,104s(n− 2) + 0,520s(n− 3)
+0,273s(n− 4)− 0,074s(n− 5) + 0,020s(n− 6)

H3(z) = −0,004 + 0,030z−1 − 0,104z−2 + 0,520z−3

+0,273z−4 − 0,074z−5 + 0,020z−6

Canal 4: canal variante no tempo

r(n) = h0(n)s(n) + s(n− 1) + h0(n)s(n− 2)

H4(z) = h0(n) + z−1 + h0(n)z
−2

com h0(n) variando linearmente de 0,1 até 0,3
Canal 5: canal fixo, função de h0

r(n) = h0s(n) + s(n− 1) + h0s(n− 2)

H5(z) = h0 + z−1 + h0z
−2 com 0 ≤ h0 ≤ 0,5

NLMS nesse caso, foi utilizado um fator de regularização δ com valor alto. Isso é necessário

pois o termo ‖r(n)‖2 tem uma probabilidade grande de se tornar próximo de zero quando são

utilizados poucos coeficientes, o que pode causar instabilidade.

Como medida de desempenho, foi utilizado o erro médio quadrático em excesso (Excess
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Mean-Square Error - EMSE) definido como

EMSE , E
{
e2a(n)

}
, (3.28)

sendo

ea(n) = rT(n)[wo −w(n− 1)] (3.29)

o erro a priori e wo a solução de Wiener dada por (3.8) [Haykin, 2002; Sayed, 2008]. Como a

maioria dos filtros adaptativos convergem na média para a solução de Wiener, ela é considerada

como uma referência para a medida de desempenho dos algoritmos. O EMSE mede quanto a

função custo C(n) excede o seu mínimo devido à adaptação. Se o algoritmo convergir para a

solução de Wiener, o EMSE deverá ser nulo. Entretanto, na prática, os coeficientes dos filtros

adaptativos nunca são exatamente iguais aos valores ótimos e o EMSE mede o efeito dessa

diferença [Haykin, 2002; Sayed, 2008]. Como usual na área, apresenta-se o EMSE em decibéis,

sendo EMSE(dB) = 10 log(EMSE).

A saída do equalizador NLMS e o erro após o decisor (ambos para uma única realização)

são mostrados nas Figuras 3.4-(b) e (c). A média dos coeficientes e o EMSE ao longo das

iterações, estimados a partir de uma média de conjunto de 1000 realizações, são mostrados

respectivamente nas Figuras 3.4 (d) e (e). Como esperado, o algoritmo NLMS obtém uma

boa estimativa da sequência transmitida, convergindo na média para a solução de Wiener

wo = [ 1 0,6 ]T, cujos coeficientes são mostrados na Figura 3.4-(d) por meio de linhas traceja-

das. Para efeito de comparação, também é mostrado na Figura 3.4-(a) o sinal recebido r(n).

Pode-se notar que o equalizador tem um papel importante no sistema de comunicação já que se

ele não for utilizado, a mensagem não é recuperada. Em contrapartida, usando o equalizador

NLMS, o EMSE diminui a cada iteração, indicando que os coeficientes do equalizador estão

cada vez mais próximos dos coeficientes da solução ótima de Wiener, possibilitando a recupe-

ração da mensagem transmitida usando um decisor, conforme mostrado na Figura 3.4-(c).

Como o Canal 1 é IIR, um filtro FIR pode fazer com que seja obtida equalização perfeita

na ausência de ruído. Para mostrar o comportamento do NLMS em um cenário mais prático,

é considerado o caso de uma variação abrupta de canal, com s(n) inicialmente transmitido

através de um canal modelado como a parte real do canal telefônico de [Picchi e Prati, 1987]

(Canal 2 da Tabela 3.1). Em seguida, em n = 5 × 103, o canal é alterado de forma abrupta

para a parte imaginária do mesmo canal telefônico (Canal 3 da Tabela 3.1). Para ambos os

canais, é utilizado um equalizador com M = 12 coeficientes e um atraso de ∆ = 7 amostras.

Na Figura 3.5, são mostrados os resultados para esse cenário. Como pode ser observado, o

algoritmo NLMS converge para a solução de Wiener [Sayed, 2008], cujos coeficientes são mos-

trados pelas linhas tracejadas na Figura 3.5-(d). Após a variação abrupta do canal, a solução
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ŝ
(n
)

0 1 2 3 4 50 1 2 3 4 5
-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

iterações (×102)

(c
)

E
rr

o
a
p
ó
s

d
ec

is
ã
o

iterações (×102)

(d
)

C
o
efi

ci
en

te
s

0 1 2 3 4 50 1 2 3 4 5
-0.2

0.2

0.6

1

-2

-1

0

1

2

iterações (×102)

(e
)

E
M

S
E

(d
B

)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-100

-50

0

Figura 3.4: Sequência recuperada (a) sem equalizador e (b) com uma realização do NLMS
(µ̃ = 0,1; δ = 0,5; M = 2; ∆ = 0); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do NLMS e
solução de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; Canal 1.

ótima de Wiener é alterada e o algoritmo NLMS é capaz de acompanhar essa variação, atin-

gindo o estado estacionário novamente. O equalizador tem um papel importante em mitigar a

interferência intersimbólica, obtendo um EMSE em regime de aproximadamente −58 dB para

o Canal 2 e um EMSE em regime de aproximadamente −40 dB para o Canal 3.

Para verificar o comportamento do equalizador na presença de um canal variante no tempo,

foi considerada a transmissão de s(n) por meio do Canal 4 da Tabela 3.1, na ausência de ruído,

com h0(n) variando linearmente de 0,1 até 0,3 em n = 0 e n = 3 × 103, respectivamente. Os

resultados para esse cenário são mostrados na Figura 3.6. Nesse caso, a solução ótima de Wie-

ner é variante no tempo, conforme mostrado por meio das linhas tracejadas na Figura 3.6-(d).

Como pode ser observado, o algoritmo NLMS é capaz de adaptar os coeficientes conforme o

canal varia, obtendo uma boa estimativa da solução de Wiener instantânea.

Outra medida de desempenho utilizada em aplicações de equalização é a taxa de erro de
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Figura 3.5: Sequência recuperada (a) sem equalizador e (b) com uma realização do NLMS
(µ̃ = 0,1; δ = 10−5; M = 12; ∆ = 7); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do
NLMS e solução de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações;
variação abrupta do Canal 2 para o Canal 3 em n = 5× 103.

bit (Bit Error Rate - BER) [Haykin, 2000]. Para medir o desempenho do sistema em um

cenário com ruído, foi adicionado ruído branco gaussiano ao sinal na saída do Canal 5, com

h0 = 0,25 e foram obtidas curvas de BER em função da relação sinal-ruído (Signal to Noise

Ratio - SNR). A SNR é calculada como

SNR = 10 log10

(
σ2
r̆

σ2
η

)
, (3.30)

sendo que σ2
r̆ representa a potência do sinal r̆(n) = r(n) − η(n) e é apresentada usualmente

em decibéis, sendo SNR(dB) = 10 log(SNR). As curvas de BER foram estimadas depois da

convergência do NLMS, contando o número de erros ao comparar s(n −∆) com a sequência

obtida na saída de um decisor aplicado à ŝ(n). Foram desprezados 1 × 105 bits devido à

convergência inicial e utilizados 7 × 105 para o cálculo da BER. Os resultados obtidos são
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Figura 3.6: Sequência recuperada (a) sem equalizador e (b) com uma realização do NLMS
(µ̃ = 0,1; δ = 10−5; M = 5; ∆ = 3); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do
NLMS e solução de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações;
Canal 4, variante no tempo.

mostrados na Figura 3.7. Para fins de comparação, também foram incluídas curvas de BER

para o canal AWGN ideal, obtidas com o sistema mostrado na Figura 3.1 sem o equalizador.

Essas curvas de BER servem como referência para equalização em um cenário dispersivo e com

ruído. Quanto mais próximo o valor da BER obtido em um canal não ideal e com ruído estiver

do valor da BER em um canal AWGN, mais eficiente é o equalizador, em termos da eliminação

da ISI. Também é mostrada na Figura 3.7, os resultados obtidos considerando o Canal 5 sem

o equalizador. Pode-se observar que, para SNRs muito baixas, entre 0 e 7 dB, os resultados

obtidos com todas as soluções são semelhantes. Conforme o valor da SNR aumenta, a BER

obtida com o algoritmo NLMS fica próxima ao valor obtido pela solução de Wiener, sendo

ambos os valores superiores ao valor obtido no caso do canal AWGN. Para valores de SNR

acima de 16 dB, o algoritmo NLMS obteve equalização quasi -perfeita (BER < 10−5) enquanto,

sem o equalizador, foi possível obter BER < 10−5 para valores de SNR acima de 19 dB.
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Figura 3.7: Taxa de erro de bit para o canal AWGN não dispersivo e para o Canal 5 com
h0 = 0,25, em função da relação sinal-ruído (SNR); Equalização com NLMS com µ̃ = 0,01;
δ=10−5; M = 21;∆ = 11.

3.5 Conclusões

De forma geral, pode-se dizer que o tema equalização de sistemas de comunicação é uma

área de pesquisa madura, com muitos resultados publicados no contexto de equalização super-

visionada e também no contexto de equalização autodidata. O algoritmo LMS e sua versão

normalizada estão dentre os algoritmos mais utilizados no caso supervisionado, possuindo

muitos resultados publicados na literatura, relativos a análises de desempenho, estabilidade e

velocidade de convergência [Sayed, 2008].

Neste capítulo, foram apresentados conceitos de equalização adaptativa. Foi apresentado

o algoritmo NLMS e o intervalo para escolha do passo de adaptação para evitar a divergên-

cia. Por meio de simulações, foi mostrado que o algoritmo é capaz de equalizar o canal de

comunicação em diferentes cenários.

Nos Capítulos 4 e 5, são propostos algoritmos para equalização no contexto de sistemas

de comunicação que utilizam sinais caóticos, com base no algoritmo NLMS. Utilizando a

modulação caótica baseada no sincronismo de Wu e Chua [1993], são consideradas duas funções

de codificação da mensagem, sendo uma baseada na multiplicação da mensagem por um dos

estados do GSC e a outra baseada na soma da mensagem em um dos estados do GSC.



Capítulo 4

Equalização aplicada a sincronismo

caótico - codificação com multiplicação

Neste capítulo, são propostos algoritmos adaptativos para a equalização de canais em

sistemas de comunicação que utilizam sinais caóticos. Inicialmente, é apresentado o sistema de

comunicação baseado em caos incluindo um equalizador adaptativo. Em seguida, é considerada

a função de codificação dada pela multiplicação do estado xi(n) pela mensagem m(n) e, usando

essa função, um algoritmo baseado no NLMS é apresentado juntamente com suas condições

de estabilidade. Nos geradores de sinais caóticos, são considerados os mapas de Hénon e de

Ikeda, para os quais são apresentadas as condições para o sincronismo caótico e resultados de

simulação em diferentes cenários. Por fim, são mostrados alguns detalhes sobre o sistema com

o mapa de Ikeda quanto à presença de caos no sinal transmitido.

4.1 Sistema de comunicação baseado em caos com equali-

zador

Na Figura 4.1 é mostrado o sistema de comunicação baseado em caos descrito na Seção 1.2

com um equalizador adaptativo. No esquema, uma mensagem binária m(n) ∈ {−1, 1} é

codificada usando um componente do vetor de estados x(n) do sistema mestre, por meio de

uma função de codificação

s(n) = c(xi(n), m(n)), (4.1)

de forma que seja possível recuperá-la usando a função de codificação inversa em relação à

m(n), ou seja,

m(n) = c−1(xi(n), s(n)). (4.2)

36
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Figura 4.1: Sistema de comunicação baseado em caos com um equalizador no caso supervisi-
onado.

Após a codificação da mensagem, o sinal s(n) é realimentado no GSC e transmitido por um

canal de comunicação modelado por um filtro com função de transferência H(z) e ruído aditivo

branco gaussiano η(n). Para compensar os efeitos do canal e permitir o sincronismo caótico

nesse caso, é utilizado um equalizador adaptativo com M coeficientes, com vetor regressor de

entrada, vetor de coeficientes e saída dados por (3.4), (3.5) e (3.6), que são repetidas aqui por

conveniência, ou seja

r(n) = [ r(n) r(n− 1) · · · r(n−M + 1)]T,

w(n− 1) = [w0(n− 1) w1(n− 1) · · · wM−1(n− 1) ]T

e

ŝ(n) = rT(n)w(n− 1).

O equalizador deve mitigar a ISI introduzida pelo canal e recuperar a mensagem codificada

s(n) com um atraso de ∆ amostras. Nesse caso, as equações que governam o sistema global

são dadas por

x(n+ 1) = Ax(n) + b+ f(s(n)) (4.3)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+ f(ŝ(n)). (4.4)
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Se o transmissor e o receptor sincronizarem identicamente [Boccaletti et al., 2002; Pecora

et al., 1997], isto é, se x̂(n)→ x(n), usando a saída do equalizador e a estimativa de xi(n), o

sinal de informação pode ser decodificado por

m̂(n) , c−1 (x̂i(n), ŝ(n))→ m(n), (4.5)

sendo x̂i(n), o i-ésimo componente do vetor de estados x̂(n). Dessa forma, o erro de estimação

e(n) = m(n−∆)− m̂(n) (4.6)

pode ser utilizado no critério de equalização. Vale notar que, apesar da utilização da mesma

notação, o sinal e(n) aqui definido é diferente daquele definido no Capítulo 3, por (3.7) já que,

no sistema baseado em caos, é necessário considerar a decodificação da mensagem. A mesma

observação vale para a função custo Ĉ(n) utilizada neste capítulo, já que essa depende do sinal

e(n).

Assim que o equalizador for capaz de mitigar a ISI e o sincronismo entre os sistemas mestre

e escravo for obtido, m(n) pode ser utilizado para transmitir informação entre os sistemas,

sendo m̂(n) a mensagem decodificada. Nesse caso, o sistema deve ser utilizado no modo de

decisão direta, como mostrado na Figura 4.2. Apesar do chaveamento entre os dois modos de

operação ser necessário em aplicações práticas, nas simulações realizadas, considera-se apenas

o modo de treinamento.

GSC

equalizador

decisor

decodificação

função de

z−1

m̂(n)

e(n)

ŝ(n)r(n)

x̂i(n)

x̂(n) x̂(n+1)

Figura 4.2: Receptor do sistema de comunicação baseado em caos com um equalizador adap-
tativo no modo de decisão direta.

Neste capítulo, é considerada a função de codificação c(xi(n), m(n)) obtida pelo produto
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entre a mensagem m(n) e o i-ésimo componente do vetor de estados xi(n), ou seja

s(n) = xi(n) ·m(n), (4.7)

de forma que a mensagem m(n) possa ser recuperada usando a função inversa em relação a

m(n), ou seja,

m̂(n) =
ŝ(n)

x̂i(n)
→ m(n). (4.8)

Essa função de codificação, além de ser simples, apresenta uma propriedade interessante

quando utilizada com o sistema de Hénon, conforme será comentado na Seção 4.3.

4.2 O algoritmo NLMS caótico

A fim de obter uma versão do algoritmo LMS para adaptar o equalizador do esquema

mostrado na Figura 4.1, é definida a seguinte função custo instantânea:

Ĉ(n) = e2(n) = [m(n−∆)− m̂(n)]2 . (4.9)

Calculando o gradiente de Ĉ(n) com relação ao vetor de coeficientes w(n− 1), obtém-se

∇wĈ(n) = 2e(n)
∂e(n)

∂w(n− 1)
= −2e(n) ∂m̂(n)

∂w(n − 1)
. (4.10)

Considerando-se que x̂i(n) 6= 0 para todo n e levando-se em conta o equalizador no esquema

da Figura 4.1, (4.5) pode ser reescrita como

m̂(n) =
ŝ(n)

x̂i(n)
=

rT(n)w(n− 1)

x̂i(n)
. (4.11)

Usando (4.11) e considerando que x̂i(n) não depende de w(n− 1), chega-se a

∇wĈ(n) = −2 e(n)

x̂i(n)

∂ŝ(n)

∂w(n− 1)
= −2 e(n)

x̂i(n)
r(n). (4.12)

De fato, existe uma dependência de x̂i(n) em relação à w(n− 1). De (4.4), nota-se que x̂i(n)

depende de x̂(n − 1) e de ŝ(n − 1). Como ŝ(n − 1) = rT(n − 1)w(n − 2), x̂i(n) claramente

depende de w(n−2). Assim, a dependência de x̂i(n) em relação à w(n−1) pode ser expressa
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usando a regra da cadeia, ou seja,

∂x̂i(n)

∂w(n− 1)
=

∂w(n− 2)

∂w(n− 1)

∂x̂i(n)

∂w(n− 2)
. (4.13)

Entretanto, o cálculo da matriz ∂w(n−2)
∂w(n−1)

requer outras aproximações e leva a um algoritmo

mais complicado, para o qual não é possível chegar a um intervalo para a escolha do passo de

adaptação. Sendo assim, decidiu-se desprezar a dependência de x̂i(n) em relação a w(n− 1).

Assim, usando a equação de atualização dos coeficientes do LMS, dada por (3.14), na pá-

gina 27 e usando (4.12), chega-se à equação de adaptação do algoritmo LMS caótico (cLMS×)1,

dada por

w(n) = w(n− 1) + µ
e(n)

x̂i(n)
r(n). (4.14)

A fim de se obter uma versão normalizada do cLMS×, de forma semelhante a (3.20), é

definido o erro a posteriori como

ep(n) = m(n−∆)− rT(n)w(n)

x̂i(n)
. (4.15)

Usando-se (4.14) com µ(n) em vez de µ, ep(n) pode ser reescrito como

ep(n) = m(n−∆)−
rT(n)

[
w(n− 1) + µ(n)

e(n)

x̂i(n)
r(n)

]

x̂i(n)

= e(n)

[
1− µ(n)

‖r(n)‖2
x̂2
i (n)

]
. (4.16)

Para se garantir que ep(n) = 0 a cada iteração n, deve-se fazer

µ(n) =
x̂2
i (n)

‖r(n)‖2 . (4.17)

Introduzindo-se um passo de adaptação fixo µ̃ para controlar a velocidade de convergência

e um fator de regularização δ para evitar a divisão por zero no cálculo de µ(n) e substituindo-se

o passo de adaptação resultante em (4.14), obtém-se a equação de atualização do cNLMS×,

1O termo caótico é usado para os algoritmos apenas para distingui-los das versões originais dos algoritmos
LMS e NLMS (veja, por exemplo, [Haykin, 2002] e [Sayed, 2008]). A utilização desse termo não implica que os
algoritmos tenham um comportamento caótico. A notação × é utilizada para diferenciar o algoritmo proposto
neste capítulo do algoritmo proposto no Capítulo 5, que utiliza a soma na função de codificação.
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isto é,

w(n) = w(n− 1) +
µ̃

δ + ‖r(n)‖2 x̂i(n)e(n)r(n). (4.18)

Vale notar que o cNLMS× não depende apenas da estimativa do erro e(n) mas também

de x̂i(n). Como x̂i(n) depende de forma não linear de ŝ(n− 1), o cNLMS× é uma versão não

linear do NLMS. Além disso, o sincronismo entre os sistemas mestre e escravo depende da

eliminação da interferência intersimbólica, que é o papel do equalizador no sistema.

A divisão por zero é evitada no cálculo de m̂(n) fazendo

m̂(n) = sign[ ŝ(n) x̂i(n) ] (4.19)

quando |x̂i(n)| < ε, sendo ε uma constante positiva pequena e

sign[x] =

{
−1, x < 0

1, x ≥ 0
. (4.20)

Para garantir a estabilidade do algoritmo e evitar estimativas erradas quando x̂i(n) for

muito grande, é introduzido um limite superior para x̂i(n), isto é, se |x̂i(n)| > X, impõe-se

x̂i(n)← Xsign[x̂i(n)], sendo X uma constante positiva. Fazendo X = 100, não foi observada

degradação no desempenho do algoritmo em diversos cenários de simulação.

4.2.1 Condições de estabilidade

Usando (4.6), a equação de adaptação do cNLMS× pode ser reescrita como

w(n) =

[
I− µ̃

δ + ‖r(n)‖2 r(n)r
T(n)

]
w(n− 1)

+ µ̃ x̂i(n)m(n−∆)
r(n)

δ + ‖r(n)‖2 . (4.21)

A matriz entre colchetes é idêntica à obtida na Seção 3.3 (página 29), possuindo M − 1

autovalores unitários e um autovalor igual a

λ1 = 1− µ̃
‖r(n)‖2

δ + ‖r(n)‖2 . (4.22)

Assim, escolhendo o passo de adaptação no intervalo

0 < µ̃ < 2, (4.23)
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é possível garantir que |λ1| < 1.

Considerando que x̂i(n) é limitado em X, a norma da segunda parcela do lado direito

de (4.21) fica limitada, isto é,

0 ≤ µ̃ |x̂i(n)| |m(n−∆)| ‖r(n)‖
δ + ‖r(n)‖2 ≤ µ̃X

√
δ

2δ
<∞.

Portanto, de forma semelhante à mostrada na Seção 3.3, conclui-se que o algoritmo cNLMS×

não diverge se µ̃ for escolhido no intervalo (4.23) [Haykin, 2002].

4.3 Sistema com o mapa de Hénon

Nesta seção, é considerada a utilização do mapa de Hénon [Hénon, 1976] em ambos GSCs

da Figura 4.1. Como a parcela não linear do mapa de Hénon é função do estado x1(n), esse

deve ser o estado utilizado para a codificação da mensagem. Dessa forma, as equações que

governam o sistema dinâmico global têm a seguinte forma

x(n+ 1) = Ax(n) + b+ f (s(n)) , (4.24)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+ f (ŝ(n)) , (4.25)

sendo x(n) , [x1(n) x2(n)]
T, x̂(n) , [x̂1(n) x̂2(n)]

T,

A =

[
0 1

β 0

]
, b =

[
1

0

]
, f (s(n)) =

[
−αs2(n)

0

]
, (4.26)

e α e β constantes reais que representam parâmetros do mapa.

Em [Eisencraft et al., 2009], foi mostrado que, sob condições ideais de canal, isto é, quando

r(n)≡s(n) e sem o equalizador, o sincronismo entre os sistemas mestre e escravo é obtido se

todos os autovalores de A estiverem dentro do círculo unitário no plano complexo. Portanto,

como no caso considerado, os autovalores de A são ±
√
β, conclui-se que, sob condições ideais,

ocorre o sincronismo entre mestre e escravo para |β| < 1. Assim, usando (4.5), m̂(n)→ m(n).

O sinal s(n) é obtido usando a função de codificação [Candido et al., 2013; Feki et al.,

2003]

s(n) = c (x1(n),m(n)) = x1(n) ·m(n), (4.27)

que leva à função de decodificação

m̂(n) =
ŝ(n)

x̂1(n)
. (4.28)
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Essa escolha particular associada ao mapa de Hénon tem uma propriedade interessante.

Considerando uma mensagem binária e polar (m(n) = ±1), pode-se observar usando (4.27)

que s2(n) = x2
1(n). Assim, (4.24) não depende de m(n) e a mensagem não interfere nos GSCs.

Com isso, o sinal transmitido será de fato caótico, desde que o sinal gerado pelo GSC seja

caótico.

Assim, com base nos resultados apresentados na Seção 4.2, é proposto o algoritmo mostrado

na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Algoritmo cNLMS× considerando o mapa de Hénon.
Inicializar o algoritmo com:
w(−1) = 0, x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T

A =

[
0 1
β 0

]
, b =

[
1
0

]

α, β: parâmetros do mapa de Hénon
δ, ε: constantes positivas pequenas
X: constante positiva grande
0 < µ̃ < 2

Para n = 0, 1, 2, 3 . . . , calcular:
ŝ(n) = rT(n)w(n− 1)

se |x̂1(n)| > X

x̂1(n)← Xsign[ x̂1(n) ]
fim

se |x̂1(n)| ≤ ε

m̂(n) = sign[ ŝ(n) x̂1(n) ]
senão

m̂(n) =
ŝ(n)

x̂1(n)
fim

e(n) = m(n−∆)− m̂(n)

w(n) = w(n− 1) +
µ̃

δ + ‖r(n)‖2 x̂1(n)e(n)r(n)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+

[
−αŝ2(n)

0

]

fim

4.3.1 Resultados de simulação

Para verificar o comportamento do algoritmo cNLMS× no sistema com o mapa de Hénon,

foram feitas simulações considerando os parâmetros α = 1,4 e β = 0,3 [Hénon, 1976]. Os
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vetores de estados (4.24) e (4.25) foram inicializados com x(0) = 0 e x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T,

respectivamente. Outras inicializações também permitem resultados igualmente bons em ter-

mos de sincronismo quando o equalizador é capaz de mitigar a interferência intersimbólica.

Além disso, os equalizadores foram inicializados com w(0) = 0 e, para efeito de comparação,

também foi considerado o sistema mostrado na Figura 4.1 sem a inclusão do equalizador, com

ŝ(n) = r(n). Os canais de comunicação utilizados estão listados na Tabela 3.1, na página 30.

Como medidas de desempenho, foram utilizados o EMSE, obtido por (3.28) e a BER.

As curvas de BER foram estimadas depois da convergência do cNLMS×, contando o número

de erros ao comparar m(n − ∆) com a sequência obtida na saída de um decisor aplicado à

m̂(n). Foram desprezados 6× 105 bits devido à convergência inicial e utilizados 7 × 105 para

o cálculo da BER. Nesse caso, a BER obtida com a solução ótima de Wiener é considerada

como referência para o esquema proposto.

Inicialmente foi considerado que m(n) ≡ 1 e, consequentemente, s(n) = x1(n) e a trans-

missão através do Canal 1 na ausência de ruído. Como o Canal 1 é IIR e o equalizador é um

filtro FIR, é possível obter equalização perfeita. Apesar de não haver transmissão de infor-

mação entre os sistemas mestre e escravo nesse caso, o resultado da simulação mostra que o

equalizador tem um papel importante quanto à possibilidade de sincronismo entre mestre e

escravo, como descrito a seguir.

O efeito do canal pode ser observado comparando os atratores reconstruídos, usando s(n)

e r(n). Devido ao efeito do canal, as características do sinal s(n) = x1(n) são distorci-

das, como pode ser observado ao se comparar os atratores das Figuras 4.3-(a) e 4.3-(b). Na

Figura 4.3-(c), é possível notar que o equalizador é capaz de eliminar o efeito do canal, recu-

perando um atrator semelhante ao original.

A mensagem m̂(n), estimada usando o equalizador cNLMS× é mostrada na Figura 4.4-(b).

A média dos dois coeficientes e o EMSE ao longo das iterações, estimados a partir de uma média

de 1000 realizações são mostrados respectivamente nas Figuras 4.4-(c) e (e). Pode-se notar que

os coeficientes do cNLMS× convergem para a solução ótima de Wiener, indicada pelas linhas

tracejadas na Figura 4.4-(c). Assim, pode-se concluir que o equalizador está funcionando

conforme o esperado dado que essa solução elimina a interferência intersimbólica, permitindo

a sincronização dos mapas de Hénon, o que pode ser confirmado pela Figura 4.4-(d), já que

para n > 2000, o gráfico de x1(n) vs. x̂1(n) se aproxima de uma reta (pontos azuis na

figura). O sincronismo não ocorre caso o equalizador não esteja presente como pode ser visto

na Figura 4.4-(a).

Nas simulações seguintes, é considerada a transmissão de uma sequência binária equipro-

vável m(n) ∈ {−1, 1}. Levando em conta novamente o Canal 1, com ∆ = 0, na ausência de

ruído, a mensagem estimada utilizando o equalizador cNLMS× e o erro após o decisor (ambos
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Figura 4.3: Atrator reconstruído usando: (a) sinal transmitido, (b) sinal recebido e (c) sinal
recuperado com o cNLMS× para m(n) ≡ 1; M = 2; ∆ = 0; Canal 1.

para uma única realização) são mostrados nas Figuras 4.5-(b) e (c). A média dos dois coefi-

cientes e o EMSE ao longo das iterações, estimados por uma média de 1000 realizações, são

mostrados respectivamente nas Figuras 4.5-(d) e (e). Novamente, o algoritmo cNLMS× con-

verge para a solução ótima de Wiener e o equalizador é capaz de recuperar adequadamente a

sequência transmitida, o que pode ser confirmado por meio dos erros após o decisor mostrados

na Figura 4.5-(c). A comunicação não é possível na ausência do equalizador, como mostrado

na Figura 4.5-(a).

O efeito do canal de comunicação também pode ser observado por meio do atrator recons-

truído usando o sinal transmitido e o sinal recebido, conforme mostrado nas Figuras 4.6-(a)

e 4.6-(b). Devido ao efeito do canal, as características do sinal transmitido são fortemente

afetadas, como pode ser observado na Figura 4.6-(b). Na Figura 4.6-(c), pode-se notar que

o equalizador é capaz de eliminar o efeito do canal, recuperando um atrator semelhante ao

original.

A fim de verificar o comportamento do equalizador no caso de uma variação abrupta do
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Figura 4.4: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação com
multiplicação (a) sem equalizador e (b) com uma realização do cNLMS× (µ̃=0,01; δ=10−5;
ε=0,1; M = 2; ∆ = 0); (c) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução de Wiener (linhas
tracejadas); (d) x1(n) vs. x̂1(n): pontos vermelhos para 0 < n ≤ 2000 e pontos azuis para
n > 2000 (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; Canal 1.

canal, s(n) é inicialmente transmitido através do Canal 2 e, em n = 30 × 103, o canal é

alterado de forma abrupta para o Canal 3. Para ambos os canais, é utilizado um equalizador

com M = 12 coeficientes e um atraso de ∆ = 7 amostras.

Os resultados para esse cenário são mostrados na Figura 4.7. Como pode ser observado,

o cNLMS× converge para a solução de Wiener [Sayed, 2008], cujos coeficientes são mostrados

pelas linhas tracejadas na Figura 4.7-(d). Vale notar que o cNLMS× é capaz de acompanhar

a variação abrupta no canal, atingindo o estado estacionário novamente. Nessa configuração,

o equalizador tem um papel importante em mitigar a interferência intersimbólica antes da

variação abrupta do canal, já que o desempenho do sistema sem o equalizador é muito pre-
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Figura 4.5: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação com
multiplicação (a) sem equalizador e (b) com uma realização do cNLMS× (µ̃=0,01; δ=10−5;
ε=0,1; M = 2; ∆ = 0); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução
de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; Canal 1.

judicado como pode ser observado na Figura 4.7-(a). Entretanto, após a variação abrupta do

canal, a solução encontrada com M = 12 não é boa o suficiente e acarreta muitos erros após a

decisão, como pode ser visto na Figura 4.7-(c). Para que seja possível recuperar a mensagem

após a variação do canal, é necessário aumentar o número de coeficientes do equalizador. Na

Figura 4.8, são mostrados os resultados obtidos considerando o mesmo cenário mas utilizando

um equalizador com M = 25 coeficientes e considerando um atraso de ∆ = 12 amostras. Como

pode ser notado, o aumento no número de coeficientes possibilita a recuperação adequada da

mensagem após a variação abrupta do canal. Comparando esses resultados com o resultado

obtido com a variação abrupta do canal para o caso do sistema de comunicação convencional,

mostrado na Figura 3.5 na página 33, é possível notar que o EMSE não serve como parâmetro

de comparação entre os sistemas baseados em caos e os sistemas convencionais. Para o caso
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Figura 4.6: Atrator reconstruído usando: (a) sinal transmitido, (b) sinal recebido e (c) sinal
recuperado com o cNLMS× para a sequência m(n) binária, aleatória equiprovável (parâmetros
iguais aos da Figura 4.5).

do Canal 3, por exemplo, ambos os sistemas obtiveram EMSE de aproximadamente −40 dB

(Figuras 3.5-(e) e 4.7-(e)). No entanto, a mensagem recuperada no caso do sistema baseado

em caos é claramente mais distorcida do que a mensagem recuperada no caso do sistema con-

vencional (Figuras 3.5-(b) e 4.7-(b)). Isso ocorre pois o EMSE mede a diferença entre a saída

do equalizador e a saída obtida utilizando o equalizador ótimo. No caso do sistema baseado

em caos, é necessário decodificar a mensagem a partir da saída do equalizador. Assim, mesmo

com um nível menor de EMSE, que corresponde a uma diferença menor entre os coeficientes

do equalizador e os coeficientes ótimos, o efeito da codificação da mensagem pode fazer com

que a mensagem recuperada apresente uma distorção maior.

Para verificar o comportamento do equalizador na presença de um canal variante no tempo,

como feito no Capítulo 3, foi considerada a transmissão de s(n) através do Canal 4, na ausência

de ruído, com h0(n) variando linearmente de 0,1 até 0,3 entre n = 0 e n = 3 × 103. Na

Figura 4.9, são mostrados os resultados para esse cenário. É possível notar que o equalizador
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Figura 4.7: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação
com multiplicação (a) sem equalizador e (b) com o cNLMS× (µ̃ = 0,1; δ = 10−5; ε = 0,1;
M = 12; ∆ = 7); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução de
Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; variação abrupta
do Canal 2 para o Canal 3 em n = 30× 103.

é capaz de adaptar os coeficientes conforme o canal varia, obtendo uma boa estimativa da

solução de Wiener instantânea, mostrada pelas linhas tracejadas na Figura 4.9-(d).

Para mostrar a sensibilidade da modulação caótica à interferência intersimbólica, foram

obtidas curvas de BER do sistema considerando o Canal 5, para diversos valores de h0, na

ausência de ruído. Foi utilizado um equalizador com M = 21 coeficientes e foi considerado

um atraso ∆ = 11. As curvas são mostradas na Figura 4.10. É importante notar que no

caso sem equalizador, o atraso é causado apenas pelo canal. Assim, foi feita a comparação

da sequência recuperada com m(n − ∆), considerando ∆ = 1, nesse caso. Quanto menor

o valor de h0, menor a interferência intersimbólica introduzida pelo canal. É possível notar

que o cNLMS× é praticamente capaz de eliminar os efeitos do canal, obtendo equalização

quasi -perfeita (BER < 10−5) para 0 ≤ h0 ≤ 0,2, enquanto a solução de Wiener é capaz de
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Figura 4.8: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação
com multiplicação (a) sem equalizador e (b) com o cNLMS× (µ̃ = 0,25; δ = 10−5; ε = 0,1;
M = 25; ∆ = 12); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução de
Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; variação abrupta
do Canal 2 para o Canal 3 em n = 30× 103.

obter equalização quasi -perfeita para 0 ≤ h0 ≤ 0,25. A diferença entre o cNLMS× e a solução

de Wiener é devida ao passo de adaptação (µ = 0,05) considerado nas simulações. É bem

conhecido que em todos os algoritmos adaptativos existe um compromisso entre o valor do

passo de adaptação e o desempenho, de modo que quanto menor o passo de adaptação, menor

o EMSE em regime (e a BER) e, consequentemente, menor a diferença entre os coeficientes do

filtro em regime e a solução ótima de Wiener [Haykin, 2002; Sayed, 2008]. Entretanto, quanto

menor o passo de adaptação, menor a velocidade de convergência do algoritmo. Dessa forma,

usar um passo de adaptação muito pequeno pode fazer com que o algoritmo não seja capaz

de acompanhar as variações no canal. Ambas as soluções têm desempenho melhor do que o

caso sem equalizador, para 0 < h0 < 0,5. Para h0 = 0, o canal é ideal e o equalizador não

é necessário. Vale notar que uma pequena imperfeição no canal (por exemplo, h0 = 0,05), é
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Figura 4.9: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação
com multiplicação (a) sem equalizador e (b) com o cNLMS× (µ̃ = 0,1, δ = 10−5, ε = 0,1;
M = 5; ∆ = 3); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução de
Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; Canal 4, variante
no tempo.

suficiente para distorcer completamente a mensagem transmitida, sendo o equalizador essencial

para permitir a comunicação. Para h0 = 0,5, o canal apresenta um nulo espectral e, em vez

de um equalizador linear transversal, é necessário utilizar um DFE para eliminar os efeitos do

canal [Haykin, 2000; Sayed, 2008].

Para mostrar a sensibilidade do sincronismo caótico com relação ao ruído, foi adicionado

ruído branco gaussiano ao sinal na saída do Canal 5 de modo a obter uma SNR de 60 dB.

As curvas de BER para esse caso são mostradas na Figura 4.11. Como o equalizador somente

tenta eliminar a ISI, as taxas de erro de bit são maiores do que as obtidas na Figura 4.10, prin-

cipalmente quando a ISI é pequena. Mesmo para o canal ideal (h0 = 0), a recuperação perfeita

da mensagem não é possível e a BER obtida é de aproximadamente 8 × 10−4. Considerando

novamente o Canal 5, com h0(n) = 0,25, foram obtidas curvas de BER em função da SNR,
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Figura 4.10: Taxa de erro de bit para o Canal 5 em função de h0 na ausência de ruído; Sistema
utilizando o mapa de Hénon e codificação com multiplicação; cNLMS× com µ̃=0,05; δ=10−5;
ε=0,1;M = 21;∆ = 11.

conforme mostrado na Figura 4.12. Para fins de comparação, também foram incluídas curvas

de BER para o canal AWGN não dispersivo, obtidas com o sistema mostrado na Figura 4.1

sem o equalizador. Pode-se observar que a BER obtida com o algoritmo cNLMS× é próxima

ao valor obtido pela solução de Wiener, sendo ambos os valores superiores ao valor obtido no

caso da canal AWGN. Novamente, a ausência do equalizador em um canal dispersivo leva a

taxas de erro proibitivas. Dadas as altas BER obtidas na presença de ruído, é importante

ressaltar que para permitir a comunicação baseada em caos usando o sistema da Figura 4.1,

o transmissor deve codificar o sinal usando um código corretor de erros antes da transmissão

[Haykin, 2000].
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Figura 4.11: Taxa de erro de bit para o Canal 5 em função de h0 com SNR = 60 dB; Sistema
utilizando o mapa de Hénon e codificação com multiplicação; cNLMS× com µ̃=0,05; δ=10−5;
ε=0,1;M = 21;∆ = 11.
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Figura 4.12: Taxa de erro de bit para o canal AWGN não dispersivo e para o Canal 5 com
h0 = 0,25, em função da relação sinal-ruído (SNR); Sistema utilizando o mapa de Hénon e
codificação com multiplicação; cNLMS× com µ̃=0,05; δ=10−5; ε=0,1;M = 21;∆ = 11.

4.4 Sistema com o mapa de Ikeda

Nesta seção, é proposto um algoritmo de equalização adaptativa para o sistema de co-

municação baseado em caos utilizando o mapa de Ikeda [Alligood et al., 1997; Ikeda, 1979]

nos GSCs. Primeiramente, é mostrado que é possível obter sincronismo entre os sistemas

mestre e escravo utilizando o mapa de Ikeda. Em seguida, com base no algoritmo mostrado

na Seção 4.2, é proposta uma versão para a utilização com o mapa de Ikeda e são mostrados

resultados de simulação. Por fim, é feito um estudo quanto à geração de sinais caóticos pelo

sistema proposto e são mostrados alguns problemas quanto ao sincronismo no sistema com o

mapa de Ikeda quando esse gera sinais caóticos.

Como mostrado na Seção 2.3.2, o mapa de Ikeda é um mapa bidimensional dado por

x(n+1) =

[
x1(n+1)

x2(n+1)

]
=

[
C2x1(n) cos θ(n)−C2x2(n) sin θ(n)+R

C2x1(n) sin θ(n)+C2x2(n) cos θ(n)

]
, (4.29)

sendo

θ(n) = C1 −
C3

1 + x2
1(n) + x2

2(n)
(4.30)

e C1, C2, C3 e R constantes reais.

Considerando-se a função de codificação dada pela multiplicação entre o estado x2(n) e a

mensagem binária m(n), de forma análoga à (4.27), ou seja
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s(n) = c (x2(n), m(n)) = m(n) · x2(n). (4.31)

As equações que governam o sistema de comunicação baseado em (4.29) podem ser reescritas

em uma forma parecida à de (1.8) e (1.9) como

x(n+ 1) =At(n)x(n) + [R 0 ]T, (4.32)

x̂(n+ 1) =Ar(n)x̂(n) + [R 0 ]T, (4.33)

sendo

At(n) = C2

[
cos θt(n) − sin θt(n)

sin θt(n) cos θt(n)

][
1 0

0 m(n)

]
, (4.34)

Ar(n) = C2

[
cos θr(n) − sin θr(n)

sin θr(n) cos θr(n)

][
1 0

0 m̂(n)

]
, (4.35)

θt(n) = C1 −
C3

1 + x2
1(n) + s2(n)

, (4.36)

θr(n) = C1 −
C3

1 + x̂2
1(n) + ŝ2(n)

(4.37)

e ŝ(n) = m̂(n)x̂2(n). É importante notar que, diferentemente do sistema de comunicação

baseado no mapa de Hénon, as matrizes At e Ar não são constantes e incluem a função de

codificação. Além disso, no caso do mapa de Ikeda, é utilizado o estado x2(n) no lugar de

x1(n) para a codificação da mensagem pois essa escolha leva a melhores resultados quanto à

equalização do canal, conforme será mostrado por meio de simulação.

A dinâmica do erro de sincronismo é dada por

e(n+ 1) = [Ar(n)−At(n)] e(n). (4.38)

Garantir a estabilidade exponencial de (4.38) é uma condição suficiente (mas não neces-

sária) para o sincronismo completo entre os sistemas mestre e escravo. Da teoria de sistemas

lineares, (4.38) é exponencialmente estável se existir uma constante 0 ≤ ρ < 1 de forma que o

máximo valor absoluto dos autovalores de [Ar(n)−At(n)] satisfaça [Rugh, 1996]

N2∏

n=N1

|λmax(n)| ≤ ρN2−N1+1 para todo N2 e N1 tais que N2 ≥ N1, (4.39)
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sendo |λmax(n)| , max{|λ1(n)|, |λ2(n)|} e λi(n), i = 1,2 os autovalores de [Ar(n)−At(n)].

Em outras palavras, se |λmax(n)| < 1 para todo n ≥ N1, os sistemas mestre e escravo sincro-

nizam completamente em um sistema de comunicação baseado no mapa de Ikeda.

Provar que |λmax(n)| < 1 para todo n > N1 não é uma tarefa simples e são necessárias

algumas hipóteses sobre a mensagem transmitida e recuperada, mesmo quando o canal é

ideal. Isso ocorre porque no sistema com o mapa de Ikeda, At(n) e Ar(n) dependem de m(n)

e m̂(n), respectivamente. Dessa forma, são mostradas a seguir algumas simulações numéricas

para mostrar que o sincronismo entre os sistemas mestre e escravo pode ser obtido quando

o canal é ideal, considerando os parâmetros usuais do mapa de Ikeda, dados por (2.16), na

página 19.

Considerando uma mensagem binária, aleatória e equiprovável m(n) ∈ {−1, + 1} e ini-

cializando os vetores de estados com x(0) = 0 e x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T, foram feitas L = 104

realizações independentes das Equações (4.32) e (4.33). Para cada iteração n, o valor de

|λmax(n)| foi observado ao longo das L realizações. Na Figura 4.13-(a), é mostrado o valor má-

ximo de |λmax(n)| para cada iteração entre as L realizações e na Figura 4.13-(b) é mostrado

um histograma de |λmax(n)| na iteração n = 30. Do histograma, é possível notar que o máximo

valor absoluto dos autovalores pode ser maior do que um na iteração n = 30 mas isso ocorre

com uma frequência muito baixa (apenas 16 vezes em 104 realizações). Conforme n aumenta,

a frequência da ocorrência de |λmax(n)| > 1 diminui e após 64 iterações, maxL{|λmax(n)|}
converge para um valor menor do que um. Assim, (4.39) é satisfeita e é obtido o sincronismo

entre os sistemas mestre e escravo. Por meio de simulações com diferentes inicializações, foi

possível notar que esse é o comportamento típico quando os sistemas mestre e escravo são

inicializados dentro da mesma bacia de atração.
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Figura 4.13: (a) Logaritmo do máximo valor de |λmax(n)| entre L = 104 realizações inde-
pendentes e (b) histograma do máximo valor absoluto dos autovalores de Ar(n) −At(n) em
n = 30, considerando uma mensagem binária equiprovável. Inicialização com x(0) = [0 0]T e
x̂(0) = [0,1 − 0,1]T.
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Dada a possibilidade de sincronismo entre os sistemas mestre e escravo e, utilizando o

algoritmo calculado na Seção 4.2, considerando a função de codificação (4.31), foi proposto o

algoritmo mostrado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Algoritmo cNLMS× considerando o mapa de Ikeda.
Inicializar o algoritmo com:
w(−1) = 0, x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T, b = [R 0 ]T

δ, ε: constantes positivas pequenas
X: constante positiva grande
0 < µ̃ < 2

Para n = 0, 1, 2, 3 . . . , calcular:
ŝ(n) = rT(n)w(n− 1)

se |x̂2(n)| > X

x̂2(n)← Xsign[ x̂2(n) ]
fim
se |x̂2(n)| ≤ ε

m̂(n) = sign[ ŝ(n) x̂2(n) ]
senão

m̂(n) =
ŝ(n)

x̂2(n)
fim
e(n) = m(n−∆)− m̂(n)

w(n) = w(n− 1) +
µ̃

δ + ‖r(n)‖2 x̂2(n)e(n)r(n)

θ̂n+1 = C1 −
C3

1 + x̂2
1(n) + x̂2

2(n)m̂
2(n)

Ar(n+1) = C2

[
cos θ̂n+1 − sin θ̂n+1

sin θ̂n+1 cos θ̂n+1

][
1 0
0 m̂(n)

]

x̂(n+ 1) = Ar (n + 1) x̂(n) + b

fim

4.4.1 Resultados de simulação

Nas simulações, foi considerado o mapa de Ikeda com parâmetros (2.16). Os vetores

de estados de (4.32) e (4.33) foram inicializados com x(0) = 0 e x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T,

respectivamente. Outras inicializações também permitem resultados semelhantes desde que

o equalizador seja capaz de mitigar razoavelmente bem a interferência intersimbólica. Além

disso, foi considerada a transmissão de uma mensagem binária m(n) ∈ {−1, 1} e o equalizador

foi inicializado com w(0) = 0. Para fins de comparação, também foi considerado o sistema
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sem a presença do equalizador, para o qual ŝ(n) = r(n).

Inicialmente, é considerado que o sinal s(n) seja transmitido pelo Canal 1 (IIR) da Ta-

bela 3.1 com SNR de 30 dB e atraso ∆ = 0. A mensagem estimada utilizando o equalizador

com o algoritmo cNLMS× e o erro após a decisão (ambos para uma realização) são mostrados

nas Figuras. 4.14-(b) e (c). A média de conjunto dos dois coeficientes e o EMSE ao longo das

iterações, estimado por uma média de 1000 realizações, são mostrados respectivamente nas

Figuras 4.14-(d) e (e). É possível notar que o cNLMS× converge para a solução ótima, cujos

coeficientes são mostrados pelas linhas tracejadas na Figura 4.14-(d). Assim, pode-se concluir

que o equalizador está funcionando conforme o esperado dado que essa solução elimina a in-

terferência intersimbólica, permitindo o sincronismo entre mestre e escravo, o que pode ser

confirmado por meio dos erros obtidos após a decisão, mostrados na Figura 4.14-(c). O sincro-

nismo não ocorre caso o equalizador não esteja presente como pode ser visto na Figura 4.14-(a).
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Figura 4.14: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Ikeda com a codificação
da mensagem com multiplicação usando o estado x2(n) (a) sem equalizador e (b) com uma
realização do cNLMS× (µ̃ = 0,1; δ = 10−2; ε = 0,1; M = 2; ∆ = 0); (c) Erro após decisão;
(d) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE
estimado; média de 1000 realizações; Canal 1; SNR = 30 dB.



Capítulo 4 − Equalização aplicada a sinc. caótico - codif. com multiplicação 58

Na Figura 4.15, são mostrados os resultados obtidos para a mesma situação mas utilizando

o estado x1(n) no lugar de x2(n) para a codificação da mensagem e a geração do sinal s(n). É

possível notar que, apesar de haver sincronismo entre os sistemas mestre e escravo, a mensagem

recuperada m̂(n), mostrada na Figura 4.15-(b) possui uma variância bem maior do que a do

caso anterior, o que acarreta um maior número de erros após a decisão, conforme pode ser

visto na Figura 4.15-(c). Aparentemente, isso ocorre pois a média dos coeficientes não converge

exatamente para a solução ótima, conforme mostrado na Figura 4.15-(d).
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Figura 4.15: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Ikeda com a codificação
da mensagem com multiplicação usando o estado x1(n) (a) sem equalizador e (b) com uma
realização do cNLMS× (µ̃ = 0,1; δ = 10−2; ε = 0,1; M = 2; ∆ = 0); (c) Erro após decisão;
(d) Média dos coeficientes do cNLMS× e solução de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE
estimado; média de 1000 realizações; Canal 1; SNR = 30 dB.

No sistema com o mapa de Ikeda, é possível obter resultados com desempenho semelhante

ao apresentado na Figura 4.14 com os outros canais da Tabela 3.1 quando se utiliza o estado

x2(n) para codificar a mensagem. No entanto, o sistema com o mapa de Ikeda apresenta um

problema relativo à geração de sinais com DSCI, como comentado na seção seguinte.
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4.4.2 Sobre a geração de sinais com DSCI no sistema com o mapa

de Ikeda

Apesar do bom do funcionamento do sistema com o mapa de Ikeda quando se utiliza o

estado x2(n) para codificar a mensagem, é necessário tomar um cuidado adicional, uma vez

que esse mapa apresenta mais de um atrator com bacias de atração próximas: um ponto fixo

e um atrator caótico [Alligood et al., 1997]. Essa estrutura em particular pode eventualmente

gerar alguns inconvenientes para o projeto de sistemas de comunicação eficientes baseados em

caos, como a geração de sinais aperiódicos mas sem DSCI. Dessa forma, uma análise mais

detalhada envolvendo a presença de atratores coexistentes e as suas consequências é mostrada

a seguir por meio de simulações.

Considerando a multiplicação como função de codificação e uma mensagem binária, é

mostrado a seguir um exemplo para ilustrar que a órbita do sinal gerado pode sair da bacia

de atração do regime caótico para o sistema descrito por (4.32) e (4.33). Na Figura 4.16, são

mostradas uma parte da mensagem m(n), a parte correspondente do sinal s(n) e o espaço de

fases x1(n) por x2(n). A área destacada em amarelo na Figura 4.16-(c) corresponde à bacia de

atração para o atrator caótico composto por pontos pretos e vermelhos dentro da área amarela

na figura. Dependendo do valor de x2(n), quando este é multiplicado por −1, pode-se observar

dois comportamentos distintos:

i) se [x1(n), x2(n)]
T for um dos pontos pretos do atrator caótico mostrado na figura, a

órbita permanece na área amarela e s(n) permanece caótico ou;

ii) se [x1(n), x2(n)]
T for um dos pontos vermelhos dentro do atrator caótico mostrado na

figura, a coordenada [x1(n), − x2(n)]
T fica fora da bacia de atração representada pela

área amarela e, portanto, a órbita deixa o regime caótico.

Por exemplo, na iteração n1, [x1(n), x2(n)]
T é um dos pontos pretos mostrados na Figura 4.16-

(c) e a codificação de m(n1) = −1 não perturba o regime caótico. Em contrapartida, na

iteração, n2, [x1(n), x2(n)]
T é um dos pontos vermelhos mostrados na Figura 4.16-(c) e a

codificação de m(n2) = −1 leva a órbita a convergir para o ponto fixo, indicado pela cruz na

figura. Vale notar que, uma vez que a órbita deixa a bacia de atração do regime caótico, ela

não retorna. A cada vez que ocorre um −1 no sinal m(n), a órbita apenas oscila em torno

do ponto fixo, gerando um sinal como o mostrado na Figura 4.16-(b). Esses sinais não são

caóticos.

A DSCI também pode ser testada por meio dos expoentes de Lyapunov, como descrito

na Seção 2.2. No sistema aqui considerado, há uma mensagem binária m(n) que afeta o
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Figura 4.16: Exemplo onde a codificação da mensagem leva a um comportamento não caótico:
(a) Trecho da mensagem a ser codificada; (b) Trecho do sinal obtido após a codificação da
mensagem; (c) Espaço de fases (x1(n) por x2(n)) convergindo para o ponto fixo indicado pela
cruz; Mapa de Ikeda.

sistema dinâmico. Nesse caso, para calcular numericamente os expoentes de Lyapunov, pode-

se considerar o sinal m(n) como um parâmetro variante no tempo. Fazendo isso, é possível

verificar que os expoentes de Lyapunov para o sistema considerado são negativos, o que indica

que não há DSCI.
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Para evitar a convergência do sistema para o ponto fixo, pode-se escolher uma outra

função de codificação, de modo a garantir que a órbita não saia da bacia de atração no

transmissor, o que permite a geração de sinais com DSCI, como mostrado no Apêndice A.

Entretanto, o sistema com o mapa de Ikeda apresenta um problema de sincronismo quando o

sinal transmitido tem a órbita dentro da bacia de atração e o receptor é inicializado fora da

bacia de atração. Na Figura 4.17, é mostrado um resultado análogo ao da Figura 4.13-(a) mas

considerando m(n) = 1, o que garante que os sinais no transmissor permaneçam dentro da

bacia de atração do regime caótico. Além disso, o receptor foi inicializado em x̂(0) = [2 2]T,

fora da bacia de atração do regime caótico. Como pode ser notado, o valor de |λmax(n)| não

converge para um valor menor que um ao longo das iterações, o que indica que os sistemas

não sincronizam. Dado esse resultado, e, lembrando que o sistema não retorna à bacia de

atração do regime caótico uma vez que tenha saído, pode-se concluir que haverá problemas

com o sistema quando o transmissor tiver os sinais dentro da bacia de atração do regime

caótico. Mesmo inicializando o receptor dentro da bacia de atração, o efeito do canal pode

levá-lo a sair e convergir para o ponto fixo, fazendo com que o sistema perca o sincronismo e

impossibilitando a recuperação.
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Figura 4.17: Logaritmo do valor de |λmax(n)| em uma realização do sistema. Mensagem
m(n) = 1 e inicialização com x(0) = [0 0]T; x̂(0) = [2 2]T.

4.5 Conclusões

Neste capítulo, foram apresentados os resultados obtidos com o sistema de comunicação

baseado em caos considerando uma função de codificação que utiliza a multiplicação. Para a
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equalização do canal de comunicação foi utilizado um equalizador adaptado com um algoritmo

baseado no NLMS.

Considerando o mapa de Ikeda, apesar do funcionamento do equalizador, foi mostrado que,

devido à presença de um ponto fixo, o transmissor deixa de gerar sinais que apresentam DSCI

quando utilizado com a função de codificação baseada na multiplicação. Apesar de ser possível

corrigir o problema trocando a função de codificação, foi mostrado que a correção inviabiliza

o uso do sistema pois o sincronismo pode ser perdido no caso de canais não ideais.

Já com o mapa de Hénon, foi possível verificar o funcionamento do equalizador, conver-

gindo na média para a solução ótima de Wiener em todos os cenários considerados. Apesar

do funcionamento do sistema, o desempenho ainda está muito aquém de um sistema de co-

municação convencional, cujos resultados são mostrados no Capítulo 3. A fim de melhorar

o desempenho do sistema, no próximo capítulo, é proposta uma outra função de codificação,

baseada na soma.



Capítulo 5

Equalização aplicada a sincronismo

caótico - codificação com soma

O sistema que utiliza a codificação com a multiplicação e o mapa de Hénon, apesar de ter

a vantagem de não interferir na dinâmica do GSC, apresenta taxas de erro de bit elevadas,

principalmente na presença de ruído. A fim de obter uma codificação mais robusta em ce-

nários com SNR baixa, é proposta neste capítulo uma outra função que utiliza a soma para

codificar o sinal de mensagem no estado do GSC. Inicialmente, é apresentada a função de

codificação proposta e são mostrados alguns detalhes quanto à geração de sinais caóticos pelo

GSC. Usando a função de codificação, é proposto um algoritmo para equalização considerando

apenas o mapa de Hénon, já que o mapa de Ikeda apresenta problemas no sincronismo, como

mostrado na Seção 4.4.2. Em seguida, são apresentados alguns detalhes quanto à escolha dos

parâmetros a serem utilizados na função de codificação com base no desempenho do algoritmo

de equalização. Por fim, são mostrados resultados de simulação e as conclusões.

5.1 A codificação com soma

Uma ideia proposta em [Abib, 2013; Abib e Eisencraft, 2013] para a codificação da men-

sagem no estado do GSC é utilizar a função

s(n) = (1− γ) x1(n) + γ m(n), (5.1)

com a respectiva função de decodificação

m̂(n) =
ŝ(n)− (1− γ) x1(n)

γ
, (5.2)

63
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sendo 0 < γ ≤ 1 um parâmetro que controla a forma do sinal s(n). Quando γ → 0, s(n) tende

para o sinal x1(n) natural do mapa de Hénon e quando γ → 1, s(n) tende para mensagem

m(n). Quando 0 < γ < 1, a dinâmica do mapa é alterada, pois s(n) é realimentado no GSC.

Com isso, s(n) pode variar entre um sinal que apresenta DSCI ou não ou até mesmo divergir.

Foi mostrado em [Abib, 2013; Abib e Eisencraft, 2013], que essa codificação pode ser mais

robusta quanto ao ruído quando se utilizam valores de γ mais elevados.

No entanto, em [Abib, 2013; Abib e Eisencraft, 2013], não houve a preocupação em verificar

se os sinais gerados apresentavam DSCI e, um problema dessa função de codificação é que o

transmissor só é capaz de gerar sinais que apresentam DSCI para valores pequenos de γ, pois

nesse caso s(n) se aproxima de x1(n). Para mostrar esse resultado, foi considerada uma forma

mais geral de (5.1), dada por

s(n) = γ1 x1(n) + γ2m(n), (5.3)

em que 0 ≤ γ1 ≤ 1 e 0 < γ2 ≤ 1. Nesse caso, a decodificação da mensagem é feita com

m̂(n) =
ŝ(n)− γ1 x1(n)

γ2
. (5.4)

Na Figura 5.1, é mostrado o máximo expoente de Lyapunov obtido no transmissor, em

função dos parâmetros γ1 e γ2, considerando uma mensagem m(n) binária, aleatória e equi-

provável. Para obter o máximo expoente de Lyapunov, utilizou-se o algoritmo descrito na

Seção 2.2, considerando m(n) como sendo um parâmetro variante no tempo. Para facilitar a

visualização, a área onde o máximo expoente de Lyapunov é negativo, o que indica ausência

de DSCI, foi indicada pela cor cinza. Para alguns valores de γ1 e γ2, ocorre a divergência no

transmissor e, na figura, essa área foi deixada em branco. A área colorida se refere aos valores

de γ1 e γ2 onde se obtém o máximo expoente de Lyapunov positivo, que indica a geração de

sinais com DSCI. Para cada ponto da figura, foi considerada uma mensagem m(n) diferente

para o cálculo do máximo expoente de Lyapunov. Dessa forma, dado que a superfície indicada

pela área colorida é contínua, pode-se dizer que o máximo expoente de Lyapunov varia pouco

em função da mensagem equiprovável m(n). Como pode ser notado na figura, quando γ1 = 1

e γ2 = 0, s(n) = x1(n) e κ1 é aproximadamente 0,4, que coincide com o máximo expoente

de Lyapunov do mapa de Hénon original. Também foi indicada na figura a reta γ1 + γ2 = 1,

referente aos resultados obtidos quando se utiliza a função de codificação (5.1), que é um caso

particular de (5.3). É possível notar que, ao codificar a mensagem com (5.1), os sinais gerados

apresentam DSCI apenas quando γ é muito pequeno, ou seja, quando o sinal codificado s(n)

é parecido com o sinal x1(n) natural do mapa de Hénon. A partir do resultado mostrado na
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Figura 5.1: Máximo expoente de Lyapunov obtido no transmissor utilizando a função de
codificação (5.3), em função dos parâmetros γ1 e γ2. A área cinza indica que o máximo
expoente de Lyapunov é negativo. A área branca indica que houve divergência do transmissor.

figura, é possível notar que pode ser interessante considerar a utilização de valores de γ1 > 1

e γ2 < 0, o que é deixado como sugestão de trabalho futuro.

Escolher a função de codificação a ser utilizada é uma tarefa que envolve um compromisso

entre vários fatores, já que a função de codificação modifica a dinâmica do mapa utilizado,

e, dependendo da escolha, dificulta ou facilita a equalização. Utilizando (4.24) e (4.26) (pá-

gina 42), a dinâmica do sistema com o mapa de Hénon pode ser escrita como

x(n+ 1) =

[
0 1

β 0

]
x(n) +

[
1

0

]
+

[
−αs2(n)

0

]
. (5.5)

Considerando que, com s(n) = x1(n), obtém-se o mapa de Hénon original, é interessante

encontrar uma função de codificação que não modifique s2(n) em relação a x2
1(n) para manter

a dinâmica original do mapa de Hénon. Desse ponto de vista, a multiplicação parece ser

a função de codificação ideal para o caso de uma mensagem binária e polar mas apresenta

problemas quanto ao desempenho do sistema na presença de ruído, como visto no Capítulo 4.
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Para manter a dinâmica original do mapa de Hénon usando a função (5.1), baseada na soma, é

necessário escolher o menor valor possível para γ. Isso dificulta a equalização, pois, ao utilizar

um valor de γ pequeno, uma pequena variação no sinal ŝ(n) causa uma grande variação no

sinal m̂(n), devido à divisão por γ na função de decodificação (5.2). Para valores maiores de

γ, há a perda da DSCI e a mensagem vai se tornando mais aparente.

Considerando a função de codificação (5.3), há um conjunto maior de possíveis valores dos

parâmetros γ1 e γ2 que possibilitam a geração de sinais com DSCI. No entanto, calculando-se

um algoritmo baseado no NLMS para esse caso, foram feitos testes considerando o conjunto

de parâmetros que geram sinais com DSCI e verificou-se que o algoritmo de equalização não

apresenta um bom desempenho com essa codificação. Isso ocorre provavelmente devido à

dinâmica não linear utilizada no sistema de comunicação, que faz com que a função custo

fique com mínimos locais, o que pode dificultar a convergência para a solução ótima. No

entanto, para explicar o motivo desse comportamento do algoritmo, é necessário fazer uma

análise teórica do sistema, o que será feito em um trabalho futuro.

Uma forma de contornar o problema é considerar outras funções de codificação, a partir

de (5.3). Assim, a fim de obter um sistema que permitisse a geração de sinais com DSCI para

um conjunto maior de parâmetros γ1 e γ2, foi proposta a função de codificação

s(n) = γ1 x1(n)− γ2 [m(n) + 1] sign[γ1 x1(n)], (5.6)

sendo sign[·] definida por (4.20), na página 41. Com essa função, |s(n)| fica menor ou igual a

|x1(n)|, ao menos quando sign[s(n)] permanece igual ao sign[x1(n)]. Quando m(n) = −1,

s(n) = γ1 x1(n) (5.7)

e, escolhendo-se 0 ≤ γ1 ≤ 1, obtém-se |s(n)| ≤ |x1(n)|. Quando m(n) = 1,

s(n) = γ1 x1(n)− 2 γ2sign[γ1 x1(n)]. (5.8)

Nesse caso, se sign[s(n)] permanecer igual ao sign[γ1x1(n)], |s(n)| < |x1(n)|. Caso contrário,

quando 2γ2 é maior que |γ1 x1(n)|, s(n) fica com sinal contrário ao de γ1 x1(n). Consequen-

temente, pode acontecer de |s(n)| ficar maior que |x1(n)| mas |s(n)| ainda é limitado por

2 γ2.

Na Figura 5.2, são apresentados resultados análogos aos da Figura 5.1 mas utilizando a

função de codificação (5.6). Como pode ser observado, usando (5.6), é possível obter uma

conjunto maior de valores de γ1 e γ2 que permitem a geração de sinais com DSCI. Além

disso, nesse caso, há um subconjunto de valores de γ1 e γ2 que possibilitam o funcionamento
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Figura 5.2: Máximo expoente de Lyapunov obtido no transmissor utilizando a função de
codificação (5.6), em função dos parâmetros γ1 e γ2. A área cinza indica que o máximo
expoente de Lyapunov é negativo. A área branca indica que houve divergência no transmissor.

adequado do equalizador conforme será mostrado na Seção 5.3.

Os parâmetros γ1 e γ2 da função (5.6) podem ser variantes no tempo, desde que sejam

conhecidos no receptor para permitir a recuperação correta da mensagem. Usar parâmetros

variantes no tempo possibilita escolher conjuntos de parâmetros γ1 e γ2 e fazer o chaveamento

entre eles de acordo com a situação. Por exemplo, utilizando a Figura 5.2, pode-se escolher va-

lores de γ1 e γ2 para codificar a mensagem gerando um sinal s(n) que apresenta as propriedades

desejadas nos sistemas de comunicação baseados em caos, como a DSCI. Como um segundo

conjunto de parâmetros, pode-se escolher γ1 = 0 e γ2 = 1, de forma a obter o sinal s(n) sem a

influência do GSC, o que é equivalente a utilizar um sistema de comunicação convencional, o

que pode facilitar a equalização. Dados os dois conjuntos de parâmetros, um para a utilização

do sistema de comunicação baseado em caos e o outro para a utilização do sistema de forma

convencional, é possível fazer o chaveamento entre os dois modos de operação de acordo com

o comportamento do canal. Considerando os parâmetros da função de codificação variantes
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no tempo, o sinal transmitido é dado por

s(n) = γ1(n) x1(n)− γ2(n) [m(n) + 1] sign[γ1(n)x1(n)]. (5.9)

E, no receptor, a mensagem pode ser recuperada calculando

m̂(n) =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
− 1. (5.10)

Vale notar que, para que esse esquema funcione corretamente, é necessário que o receptor

conheça de antemão os parâmetros γ1(n) e γ2(n). No entanto, desde que haja um canal de

retorno do receptor para o transmissor, pode ser utilizado um protocolo para a escolha entre os

modos de operação, de forma semelhante à utilizada para a escolha da modulação em sistemas

de transmissão de dados sem fio como o IEEE 802.11 (Wi-Fi) [Kurose e Ross, 2013]. Nas

simulações utilizando parâmetros variantes no tempo, considera-se que o receptor conhece os

parâmetros γ1(n) e γ2(n).

5.2 O algoritmo cNLMS+

O gradiente da função custo Ĉ(n) (definida por (4.9) na página 39) em relação ao vetor de

coeficientes w(n− 1), é dado por

∇wĈ(n) = 2e(n)
∂e(n)

∂w(n− 1)
= −2e(n) ∂m̂(n)

∂w(n − 1)
. (5.11)

Levando-se em conta o equalizador no sistema de comunicação, com saída ŝ(n) = rT(n)w(n− 1),

(5.10) pode ser reescrita como

m̂(n) =
γ1(n)x̂1(n)− rT(n)w(n− 1)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
− 1. (5.12)

Usando (5.12) e assumindo que x̂1(n) não depende de w(n− 1), chega-se a

∇wĈ(n) = −2 e(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]

[
− ∂ŝ(n)

∂w(n− 1)

]
= 2

e(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
r(n). (5.13)

A partir do gradiente, chega-se à equação de adaptação do algoritmo LMS caótico para a

codificação com soma (cLMS+), dada por

w(n) = w(n− 1)− µ
e(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
r(n). (5.14)
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A fim de se obter uma versão normalizada do cLMS+, é definido o erro a posteriori como

ep(n) = m(n−∆)− γ1(n)x̂1(n)− rT(n)w(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
+ 1. (5.15)

Usando-se (5.14) com µ(n) em vez de µ, ep(n) pode ser reescrito como

ep(n) = m(n−∆)−
γ1(n)x̂1(n)− rT(n)

[
w(n− 1)− µ(n)

e(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
r(n)

]

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
+ 1

= e(n)

[
1− µ(n)

‖r(n)‖2
γ2
2(n)sign2[γ1(n)x̂1(n)]

]
. (5.16)

Para se garantir que ep(n) = 0 a cada iteração n, deve-se fazer

µ(n) =
γ2
2(n)sign2[γ1(n)x̂1(n)]

‖r(n)‖2 . (5.17)

Introduzindo-se um passo de adaptação fixo µ̃ para controlar a velocidade de convergência e

um fator de regularização δ para evitar a divisão por zero no cálculo de µ(n) e substituindo-se

o passo de adaptação resultante em (5.14), obtém-se a equação de atualização do cNLMS+,

dada por

w(n) = w(n− 1)− µ̃

δ + ‖r(n)‖2γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]e(n)r(n). (5.18)

Vale notar que, com a função de codificação (5.9), um erro no sinal de sign[γ1(n)x̂1(n)] só

acarreta erros na decodificação da mensagem para o caso de m(n) = 1. Nesse caso, substi-

tuindo m̂(n) = 1 em (5.10), obtém-se

1 =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
− 1⇒ sign[γ1(n)x̂1(n)] =

γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

2 γ2(n)
. (5.19)

Então, substituindo (5.19) com o sinal trocado em (5.10), a mensagem recuperada seria

m̂(n) =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

γ2(n) [−γ1(n)x̂1(n)−ŝ(n)
2 γ2(n)

]
− 1 =

−2 [γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)]

γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)
− 1 = −3. (5.20)

Assim, é possível identificar quando ocorre um erro na estimativa de sign[γ1(n)x̂1(n)],

usando a estimativa da mensagem, que deveria ser 1 mas é decodificada como −3. Para corrigir

esse problema, quando m̂(n) é decodificada no intervalo −3,5 < m̂(n) < −2,5, considera-se

m̂(n)← m̂(n) + 4.

Novamente, para garantir a estabilidade do algoritmo e evitar estimativas erradas quando
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x̂1(n) for muito grande, é introduzido um limite superior para x̂1(n), isto é, se |x̂1(n)| > X,

impõe-se x̂1(n)← Xsign[x̂i(n)], sendo X uma constante positiva. Fazendo X = 100, não foi

observada degradação no desempenho do algoritmo em diversos cenários de simulação.

5.2.1 Condições de estabilidade

Usando (5.12), a equação de adaptação do cNLMS+ pode ser reescrita como

w(n) =

[
I− µ̃

δ + ‖r(n)‖2 r(n)r
T(n)

]
w(n− 1)

− µ̃ γ2(n) sign[γ1(n)x̂1(n)]m(n−∆)
r(n)

δ + ‖r(n)‖2

+ µ̃ γ1(n)x̂1(n)
r(n)

δ + ‖r(n)‖2

− µ̃ γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
r(n)

δ + ‖r(n)‖2 . (5.21)

Novamente, a matriz entre colchetes é idêntica à obtida na Seção 3.3. Assim, para permitir a

convergência do algoritmo é necessário escolher o passo de adaptação no intervalo

0 < µ̃ < 2. (5.22)

As normas da segunda, terceira e quarta parcelas do lado direito de (5.21) são limitadas

isto é,

0 ≤ µ̃ γ2(n) |sign[γ1(n)x̂1(n)]| |m(n−∆)| ‖r(n)‖
δ + ‖r(n)‖2 ≤ µ̃ γ2(n)

√
δ

2δ
<∞, (5.23)

0 ≤ µ̃ γ1(n) |x̂1(n)|
‖r(n)‖

δ + ‖r(n)‖2 ≤ µ̃ γ1(n)X

√
δ

2δ
<∞, (5.24)

e

0 ≤ µ̃ γ2(n) |sign[γ1(n)x̂1(n)]|
‖r(n)‖

δ + ‖r(n)‖2 ≤ µ̃ γ2(n)

√
δ

2δ
<∞. (5.25)

Portanto, de forma semelhante à mostrada na Seção 3.3, conclui-se que o algoritmo cNLMS+

não diverge se µ̃ for escolhido no intervalo (5.22) [Haykin, 2002].

Com base nesses resultados, é proposto ao algoritmo mostrado na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Algoritmo cNLMS+ considerando o mapa de Hénon.
Inicializar o algoritmo com:
w(−1) = 0, x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T

A =

[
0 1
β 0

]
, b =

[
1
0

]

α, β: parâmetros do mapa de Hénon
δ: constante positiva pequena
X: constante positiva grande
γ1(n) e γ2(n): parâmetros da função de codificação
0 < µ̃ < 2

Para n = 0, 1, 2, 3 . . . , calcular:
ŝ(n) = rT(n)w(n− 1)

se |x̂1(n)| > X

x̂1(n)← Xsign[ x̂1(n) ]
fim

m̂(n) =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
− 1

e(n) = m(n−∆)− m̂(n)

se −3,5 < m̂(n) < −2,5
m̂(n)← m̂(n) + 4

fim

w(n) = w(n− 1)− µ̃

δ + ‖r(n)‖2γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]e(n)r(n)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+

[
−αŝ2(n)

0

]

fim

5.3 A escolha dos parâmetros da codificação com soma

Para que o sistema com o equalizador funcione corretamente, é necessário escolher os pa-

râmetros γ1(n) e γ2(n) de forma adequada na função de codificação (5.9). Devido à dinâmica

não linear utilizada no sistema de comunicação, a função custo fica com mínimos locais e, para

alguns conjuntos de parâmetros, o equalizador não funciona corretamente. A fim de escolher

os parâmetros de modo a gerar sinais com DSCI pelo transmissor, foi testado o sistema de

comunicação com os parâmetros no intervalo mostrado na Figura 5.2, com o Canal 3 da Ta-

bela 3.1 (página 30). Foi utilizado um equalizador com M = 12 coeficientes e foi considerado o

atraso de ∆ = 7 amostras. Considerou-se que o equalizador funcionava corretamente quando

o EMSE obtido era menor que −20 dB. Na Figura 5.3, é indicada a área referente ao subcon-

junto de γ1 e γ2 que permitiu a obtenção do EMSE menor que −20 dB e a geração de sinais
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com DSCI. Dado esse resultado, uma possível escolha dos parâmetros para o funcionamento

no regime caótico é

γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3. (5.26)

Figura 5.3: Indicação da área onde é possível equalizar o Canal 3 com a função de codificação
(5.9) e obter EMSE < −20 dB escolhendo γ1 e γ2 de forma a obter sinais com DSCI (µ̃=0,02;
δ=10−2; M = 12; ∆ = 7).

Considerando γ1(n) e γ2(n) constantes, com γ2 = 0,3, na Figura 5.4 são mostrados o

máximo expoente de Lyapunov e o diagrama de bifurcação do sinal x1(n) em função de γ1.

Na Figura 5.4-(a), é possível notar que o máximo expoente de Lyapunov fica positivo para

valores de γ1 a partir de aproximadamente 0,86, o que coincide com o resultado mostrado

na Figura 5.2. Apesar de não apresentar DSCI, o sinal x1(n) mostrado na Figura 5.4-(b)

é aperiódico para os valores de γ1 considerados. Entre γ1 = 0,5 e γ1 = 0,8, x1(n) parece

ser periódico devido ao conjunto finito de linhas aparente na figura. Porém, essas linhas

constituem um artefato devido à utilização de apenas 100 pontos de x1(n) para cada γ1, a

fim de facilitar a visualização. É possível perceber que essas linhas fazem parte de intervalos

contínuos nas Figuras 5.5-(a) e (b), onde são mostrados os sinais x1(n) ao longo das iterações

considerando γ1 = 0,05 e γ1 = 0,6. Na Figura 5.4-(c), é mostrado o detalhe do diagrama de
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bifurcação para 0,8 < γ1 < 0,93 e, na Figura 5.5-(c) é mostrado o sinal x1(n) ao longo das

iterações considerando γ1 = 0,92. Pelo resultado do diagrama de bifurcação, é possível notar

que x1(n) é aperiódico e, para 0 < γ1 < 0,86 varia de forma suave conforme γ1 varia. Para

γ1 > 0,86, uma pequena variação no valor de γ1 gera um sinal x1(n) completamente diferente.

Um fato curioso acontece para γ1 ≈ 0,24, quando x1(n) fica constante, mesmo com o sinal

m(n) sendo aleatório. Isso ocorre pois o valor de s2(n), que é realimentado na dinâmica do

GSC, obtido com m(n) = 1 fica igual ao valor obtido quando m(n) = −1. Considerando

x1(n) > 0, usando (5.9) e calculando

s2(n)

∣∣∣∣
m(n)=−1

= s2(n)

∣∣∣∣
m(n)=1

, (5.27)

obtém-se

[γ1 x1(n)]
2 = [γ1 x1(n)− 2γ2]

2 . (5.28)

Considerando γ2 = 0,3 e resolvendo (5.28) para γ1x1(n), chega-se a γ1x1(n) = 0,3. Assim,

com γ1(n) ≈ 0,24, x1(n) ≈ 1,25, conforme mostrado na Figura 5.4-(b). Como x1(n) > 0,

γ1x1(n) = 0,3 e γ2 = 0,3, usando (5.9),

s(n) =

{
0,3 se m(n) = −1
−0,3 se m(n) = 1

, (5.29)

ou seja, s(n) será uma versão atenuada e invertida da mensagem m(n).

Como comentado na Seção 5.1, é interessante considerar também um conjunto de parâme-

tros para que seja possível obter s(n) sem a influência do GSC, fazendo γ1 = 0. Na prática, é

interessante escolher γ2 de forma que a potência do sinal s(n) gerado seja igual à potência do

sinal gerado quando se utiliza o conjunto de parâmetros para o regime caótico.

Usando os parâmetros (5.26), s(n) fica com potência igual a 0,21. Assim, considerando

uma mensagem aleatória e equiprovável m(n) ∈ {−1, 1} e fazendo γ1 = 0, pode-se obter s(n)

com potência igual a 0,21, com

γ1(n) = 0 e γ2(n) =
√
0,21 = 0,46. (5.30)

Nesse caso, o sinal s(n) obtido fica composto apenas pela mensagem a ser transmitida, atenu-

ada pelo fator γ2(n).
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Figura 5.4: Transmissor com o mapa de Hénon e a codificação (5.6) com γ2 = 0,3: (a) Máximo
expoente de Lyapunov κ1 em função de γ1, (b) diagrama de bifurcação considerando os últimos
100 valores de x1(n) para 0 < γ1 < 0,93 e (c) detalhe de (b) para 0,8 < γ1 < 0,93.
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Figura 5.5: Sinal x1(n) considerando o mapa de Hénon e a codificação (5.6) com γ2 = 0,3 e
(a) γ1 = 0,05, (b) γ1 = 0,6 e (b) γ1 = 0,92.
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5.4 Resultados de simulação

Nesta seção, são apresentados resultados de simulação para verificar o comportamento do

algoritmo cNLMS+ no sistema com o mapa de Hénon. A fim de comparar o desempenho

do sistema que utiliza a codificação com a soma com o desempenho do sistema que utiliza

a codificação com a multiplicação, foram utilizados cenários semelhantes aos apresentados

anteriormente. Para o mapa de Hénon, foram considerados os parâmetros α = 1,4 e β = 0,3

[Hénon, 1976] e os vetores de estados foram inicializados com x(0) = 0 e x̂(0) = [ 0,1 − 0,1 ]T,

respectivamente. A codificação de s(n) foi feita utilizando a função (5.9), com γ1(n) = 0,9 e

γ2(n) = 0,3 para todo n. Os canais de comunicação utilizados estão listados na Tabela 3.1, na

página 30.

Inicialmente é considerada a transmissão de uma sequência binária equiprovável m(n) ∈
{−1, 1} através do Canal 1 (IIR), com ∆ = 0, na ausência de ruído. A mensagem estimada

utilizando o equalizador cNLMS+ e o erro após o decisor (ambos para uma única realização)

são mostrados nas Figuras 5.6-(b) e (c). A média dos dois coeficientes e o EMSE ao longo das

iterações, estimados por uma média de 1000 realizações, são mostrados respectivamente nas

Figuras 5.6-(d) e (e). Como pode ser notado, o algoritmo cNLMS+ converge para a solução

ótima wo, indicada pelas linhas tracejadas na Figuras 5.6-(c) e o equalizador é capaz de

recuperar adequadamente a sequência transmitida, o que pode ser confirmado por meio dos

erros após o decisor mostrados na Figura 5.6-(c). O EMSE diminui a cada iteração à medida

que os coeficientes do equalizador ficam mais próximos dos coeficientes da solução ótima de

Wiener, da mesma forma como ocorreu quando se utilizou a codificação com a multiplicação.

Novamente, na ausência do equalizador, a comunicação não é possível, como mostrado na

Figura 5.6-(a).

Em seguida, é considerado o caso da variação abrupta do canal, na ausência de ruído,

em que s(n) é inicialmente transmitido através do Canal 2 e, em n = 30 × 103, é feita uma

alteração abrupta para o Canal 3. Para ambos os canais, é utilizado um equalizador com

M = 12 coeficientes e um atraso de ∆ = 7 amostras.

Os resultados para essa situação são mostrados na Figura 5.7. Novamente, o cNLMS+

converge para a solução de ótima de Wiener, cujos coeficientes são mostrados pelas linhas

tracejadas na Figura 5.7-(d). Pode-se notar que o cNLMS+ é capaz de acompanhar a variação

abrupta no canal, atingindo o estado estacionário novamente. Como no caso da codificação

com multiplicação, o equalizador tem um papel importante antes da variação abrupta do

canal, já que o desempenho do sistema sem o equalizador é muito prejudicado como pode ser

observado na Figura 5.7-(a). Além disso, no caso da codificação com a soma, pode-se notar

que o desempenho apresentado com M = 12 coeficientes é mais adequado do que o apresentado
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Figura 5.6: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação
com soma (γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3) (a) sem equalizador e (b) com uma realização do
cNLMS+ (µ̃=0,01; δ=10−5; M = 2; ∆ = 0); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes
do cNLMS+ e solução de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000
realizações; Canal 1.

com a codificação com a multiplicação, o que pode ser observado comparando os erros após

a decisão mostrados na Figura 5.7-(c) com os erros após a decisão obtidos quando se utiliza

a codificação com a multiplicação, mostrados na Figura 4.7-(c), na página 49. Com M = 25

coeficientes, o algoritmo cNLMS+ não converge para os coeficientes ótimos e não é possível

recuperar a mensagem.

Uma desvantagem da utilização da codificação com a soma é a redução da velocidade de

convergência do algoritmo como pode ser observado comparando a média dos coeficientes do

equalizador, mostrada na Figura 5.7-(d) com o resultado análogo obtido com a codificação

utilizando a multiplicação, mostrado na Figura 4.7-(d), na página 49. Para contornar esse

problema, pode-se utilizar os parâmetros γ1(n) e γ2(n) variantes no tempo e fazer inicialmente

a transmissão direta do sinal de mensagem, sem utilizar a codificação no sinal caótico e, após
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Figura 5.7: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação com
soma (γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3) (a) sem equalizador e (b) com o cNLMS+ (µ̃=0,02; δ=10−2;
M = 12; ∆ = 7); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS+ e solução de
Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; variação abrupta
do Canal 2 para o Canal 3 em n = 30× 103.

a convergência dos coeficientes do equalizador, fazer o chaveamento para o regime caótico,

com a mensagem codificada no estado x1(n) do GSC. Na Figura 5.8, são mostrados os resul-

tados obtidos no cenário de variação abrupta do canal, quando é utilizado esse esquema de

chaveamento com os parâmetros γ1(n) e γ2(n) variantes no tempo. Nesse caso, foram esco-

lhidos inicialmente γ1(n) = 0 e γ2(n) = 0,46, de forma que o sinal obtido tivesse a mesma

potência do sinal obtido com os parâmetros utilizados no regime caótico. Após a convergência

dos coeficientes, em n = 15 × 103, foi feito o chaveamento para os parâmetros γ1(n) = 0,9 e

γ2(n) = 0,3, obtendo-se o regime caótico. Em n = 30×103, após a variação abrupta do canal,

foi feito novamente o chaveamento para a transmissão direta da mensagem com γ1(n) = 0 e

γ2(n) = 0,46 e, após a convergência para os novos coeficientes, foi feito novamente o chave-

amento para o regime caótico com os parâmetros γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3. Para manter a
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Figura 5.8: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação
com soma considerando o chaveamento entre a transmissão da mensagem sem codificação e
a transmissão da mensagem codificada (γ1(n) = 0 e γ2(n) = 0,46 para 0 < n ≤ 15 × 103 e
para 30 × 103 < n ≤ 45 × 103 e γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3 para 15 × 103 < n ≤ 30 × 103 e
para 45 × 103 < n ≤ 60 × 103). Perturbação no vetor de estados do transmissor quando o
valor de γ1 ou γ2 é alterado. (a) sem equalizador e (b) com o cNLMS+ (µ̃= 0,02; δ = 10−2;
M = 12; ∆ = 7); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS+ e solução de
Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; variação abrupta
do Canal 2 para o Canal 3 em n = 30× 103.

DSCI do sistema, no instante de transição dos parâmetros γ1(n) e γ2(n), foi feita uma per-

turbação no vetor de estados do transmissor, fazendo x(n) ← x(n) + ǫ, sendo ǫ um vetor

de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas uniformemente no intervalo

[0 10−5]. Pode-se notar que a utilização da transmissão da mensagem sem caos aumenta con-

sideravelmente a velocidade de convergência do equalizador no caso do Canal 2 mas não altera

significativamente a velocidade de convergência no caso do Canal 3. Para ambos os canais, há

uma melhora considerável no desempenho do sistema durante a convergência dos coeficientes

do equalizador quando se utiliza a transmissão da mensagem sem caos, como pode ser notado
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por meio dos erros após a decisão mostrados na Figura 5.8-(c). No entanto, vale notar que

as características oferecidas pelo sistema de comunicação baseado em caos são perdidas ao se

utilizar a transmissão da mensagem sem caos. Após o chaveamento para regime caótico, o de-

sempenho apresentado pelo sistema é semelhante àquele apresentado quando não foi utilizado

o chaveamento dos parâmetros γ1(n) e γ2(n), como pode ser observado comparando os erros

após a decisão mostrados nas Figuras 5.8-(c) e 5.7-(c).

Para verificar o comportamento do equalizador na presença de um canal variante no tempo,

foi considerada a transmissão de s(n) através do Canal 4 na ausência de ruído. Os resultados

para esse cenário são mostrados na Figura 5.9. Como no caso da codificação com a multi-

plicação, o equalizador é capaz de adaptar os coeficientes conforme o canal varia, obtendo

uma boa estimativa da solução de Wiener instantânea, mostrada pelas linhas tracejadas na

Figura 5.9-(d).
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Figura 5.9: Sequência recuperada com o sistema utilizando o mapa de Hénon e codificação com
soma (γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3) (a) sem equalizador e (b) com o cNLMS+ (µ̃=0,1, δ=10−5,
M = 5; ∆ = 3); (c) Erro após decisão; (d) Média dos coeficientes do cNLMS+ e solução de
Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 1000 realizações; Canal 4, variante
no tempo.
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Para mostrar a sensibilidade quanto ao ruído da sincronização caótica utilizando a codifica-

ção com soma foram obtidas curvas de BER do sistema considerando o Canal 5, com M = 21

coeficientes, atraso ∆ = 11 e foi adicionado ruído branco gaussiano ao sinal na saída do canal,

de modo a obter uma relação sinal-ruído (SNR) de 60 dB. As curvas de BER para esse caso

são mostradas na Figura 5.10. Assim como feito anteriormente, para o caso sem equalizador,

foi feita a comparação da sequência recuperada com m(n −∆), considerando ∆ = 1, devido

apenas ao atraso causado pelo canal. Para facilitar a comparação, na Figura 5.10, também

foi incluída a curva de BER mostrada na Figura 4.11 com os resultados obtidos utilizando a

codificação com a multiplicação. Pode-se notar que o cNLMS+ é praticamente capaz de elimi-

nar os efeitos do canal, obtendo equalização quasi -perfeita (BER < 10−5) para 0 ≤ h0 ≤ 0,4

enquanto a solução de Wiener é capaz de obter equalização quasi -perfeita para 0 ≤ h0 ≤ 0,45.

Ambas as soluções tem desempenho melhor do que o caso sem equalizador, para 0 < h0 < 0,5.

Comparando o desempenho do sistema com o resultado obtido com a codificação usando a

multiplicação, é possível notar que a codificação com a soma apresenta uma maior robustez à

presença de ruído, já que apresenta níveis menores de BER. Vale notar que, mesmo quando o

canal é ideal (h0 = 0), a presença do equalizador é importante para permitir a recuperação da

mensagem. Conforme h0 aumenta, o canal de comunicação se torna mais difícil de equalizar,

sendo que, para h0 = 0,45, o resultado obtido com a codificação com a soma é próximo ao

resultado obtido com a codificação com a multiplicação e, para h0 = 0,5, o canal apresenta

um nulo espectral e ambas as soluções apresentam a BER em torno de 10−1.
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Figura 5.10: Taxa de erro de bit para o Canal 5 em função de h0 com SNR = 60 dB; Sistema
utilizando o mapa de Hénon e codificação com soma (γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3); cNLMS+

com µ̃=0,005 para h0 = 0 e h0 = 0,05 e µ̃=0,01 para h0 ≥ 0,1; δ=10−5; M = 21;∆ = 11.
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Por fim, considerando novamente o Canal 5 com h0(n) = 0,25, foram obtidas curvas

de BER em função da SNR, conforme mostrado na Figura 5.11. Como valor de referência

para equalização em um cenário dispersivo e com ruído, também foram incluídas curvas de

BER para o canal AWGN não dispersivo, obtidas com o sistema mostrado na Figura 4.1,

utilizando a codificação com soma mas sem o equalizador. Para fins de comparação, também

é apresentada na Figura 5.11, a curva obtida com a codificação com a multiplicação, mostrada

na Figura 4.12 e a curva obtida com o equalizador ótimo no caso do sistema convencional,

mostrada na Figura 3.7. Pode-se notar que a BER obtida utilizando a codificação com a soma

e o algoritmo cNMLS+ é inferior à obtida quando se utiliza a codificação com a multiplicação

para relações sinal-ruído de 30 dB a 60 dB. Para SNRs menores, de 0 dB a 30 dB, a BER obtida

com a codificação com a soma e o algoritmo cNMLS+ é semelhante à obtida com a codificação

com a multiplicação. Vale notar que a solução ótima de Wiener apresenta BER menor do que

a obtida com o algoritmo cNMLS+ e próxima à obtida para o canal AWGN não dispersivo

para SNRs de 20 dB a 60 dB. Isso ocorre devido à escolha do passo de adaptação do algoritmo

cNMLS+, sendo possível obter resultados mais próximos aos da solução de Wiener diminuindo-

se o passo de adaptação, porém diminuindo a velocidade de convergência do algoritmo. Como

no caso da codificação com a multiplicação, a ausência do equalizador em um canal dispersivo

leva a taxas de erro proibitivas.

SNR (dB)

B
E

R

Sem Equalizador - AWGN

Sem Equalizador - Canal 5

Solução de Wiener

cNLMS+

cNLMS×

Solução de Wiener - Sist. Convencional

0 10 20 30 40 50 60
10−6
10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100

Figura 5.11: Taxa de erro de bit para o canal AWGN não dispersivo e para o Canal 5 com
h0 = 0,25, em função da relação sinal-ruído (SNR); Sistema utilizando o mapa de Hénon
e codificação com soma (γ1(n) = 0,9 e γ2(n) = 0,3); cNLMS+ com µ̃ = 0,02; δ = 10−5;
M = 21;∆ = 11.
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5.5 Conclusões

Conforme mostrado nas simulações com a codificação utilizando a soma, o sistema de

comunicação baseado em caos apresenta maior robustez à presença de ruído em relação ao

sistema com a codificação utilizando a multiplicação. No entanto, utilizar uma codificação

diferente da multiplicação com o mapa de Hénon, faz com que a dinâmica do mapa seja

alterada, obtendo-se um sistema com características diferentes em termos da amplitude dos

sinais gerados e da bacia de atração, fazendo com que o sistema possa gerar sinais sem DSCI

ou até mesmo divergir.

Além disso, para diversos valores dos parâmetros γ1(n) e γ2(n) da função de codificação,

o equalizador não apresenta um bom desempenho, provavelmente devido à convergência para

mínimos locais. Entender melhor os motivos pelos quais ocorrem essas dificuldades é uma

questão em aberto, que envolve um estudo da dinâmica do equalizador juntamente com a

dinâmica do mapa e função de codificação.

Por fim, é importante notar que, apesar do desempenho do sistema utilizando a codificação

baseada na soma ter melhorado em relação ao desempenho obtido com a codificação com a

multiplicação, ambos os sistemas apresentam desempenho inferior àquele apresentado por

sistemas de comunicação convencionais, em termos de BER. No entanto, cabe ressaltar que

apesar desse desempenho inferior em termos de BER, o sistema de comunicação baseado em

caos apresenta algumas vantagens em relação ao convencional como a dificuldade de detecção

não autorizada, o espalhamento espectral ou a possibilidade da geração dos sinais utilizando

propriedades intrínsecas dos lasers. Por isso, soluções alternativas para melhorar o desempenho

desse sistema em termos de BER são sempre bem-vindas, como a codificação com soma,

proposta neste capítulo.



Capítulo 6

Conclusões e trabalhos futuros

Devido às características interessantes dos sinais caóticos do ponto de vista de telecomuni-

cações, diferentes sistemas de comunicação baseados em caos têm sido propostos na literatura.

Dentre as propriedades apresentadas por esses sistemas, pode-se citar a dificuldade de detec-

ção não autorizada, a mitigação do desvanecimento devido ao multipercurso e a robustez a

interferências de banda estreita [Lau e Tse, 2003]. Além disso, um outro fator que causa inte-

resse nesse tipo de sistema é que os sinais podem ser gerados usando circuitos muito simples,

sendo uma potencial solução de custo efetivo para comunicações de banda larga [Kolumbán

et al., 1997].

Entretanto, estudos sobre sistemas caóticos sugerem que o sincronismo não é suficiente-

mente robusto para aplicações práticas em comunicações quando ruído e ISI são introduzidas

pelo canal [Kolumbán et al., 1996; Williams, 2001]. Apesar do problema, a maioria dos tra-

balhos na área descrevem o desempenho dos sistemas de comunicação baseados em caos em

condições ideais de canal, raramente considerando as limitações encontradas na prática como

distorção, limitação em banda, ruído aditivo e atrasos inerentes a canais especialmente os sem

fio.

Nesta tese, foi considerado o sistema de comunicação baseado em caos que utiliza a versão

de tempo discreto da modulação caótica de Wu e Chua [Eisencraft et al., 2009] e foram

propostos algoritmos de equalização baseados no NLMS para possibilitar seu funcionamento

na presença de canais não ideais e ruído aditivo. Para a geração dos sinais caóticos, foram

considerados os mapas de Hénon [Hénon, 1976] e Ikeda [Ikeda, 1979].

Um dos fatores importantes no projeto de sistemas de comunicação que utilizam modulação

caótica é a função utilizada para a codificação da mensagem. Neste trabalho, inicialmente, foi

considerada uma função baseada na multiplicação da mensagem por um dos estados do GSC.

Em seguida, a fim de melhorar o desempenho do sistema, foi considerada uma função baseada
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na soma da mensagem com um dos estados do GSC.

A tese foi estruturada em seis capítulos. Os Capítulos 2 e 3 contêm uma introdução aos

fundamentos de sinais caóticos e à equalização adaptativa, respectivamente. No Capítulo 4

foi proposto um sistema de comunicação utilizando a codificação com a multiplicação e no

Capítulo 5 foi descrito um sistema de comunicação utilizando a codificação com a soma. Na

Tabela 6.1, são listados os principais tópicos abordados nos Capítulos 4 e 5 e as conclusões

são apresentadas a seguir.

Tabela 6.1: Tópicos abordados na tese.

Capítulo Tópicos principais

4

- Algoritmo cNLMS×

- Sistema e equalizador para o caso do mapa de Hénon e codificação
com multiplicação

- Sistema e equalizador para o caso do mapa de Ikeda e codificação
com multiplicação

- Questões sobre a geração de sinais caóticos com o mapa de Ikeda

- Função de codificação baseada na soma

5 - Algoritmo cNLMS+

- Sistema e equalizador para o caso do mapa de Hénon e codificação
com soma

Sistema com o mapa de Hénon

Utilizando o mapa de Hénon no GSC, foram considerados dois sistemas de comunicação:

um deles fazendo a codificação pela multiplicação do sinal de mensagem por um estado do

GSC e o outro fazendo a codificação pela soma ponderada do sinal de mensagem com um

estado do GSC.

A função de codificação que utiliza a multiplicação apresenta uma propriedade interessante

no caso do mapa de Hénon pois garante que os sinais gerados sejam caóticos. Utilizando essa

função para codificar a mensagem, foi proposto um algoritmo de equalização e foi possível

verificar o bom funcionamento do mesmo em diversos cenários. No entanto, foi possível ob-

servar que, em cenários onde a ISI não é eliminada completamente, como o caso do Canal 4 e

em cenários em que há a presença de ruído, o desempenho do sistema obtido é prejudicado,

apesar do funcionamento adequado do equalizador.

Para melhorar o desempenho do sistema em cenários em que não é possível eliminar com-

pletamente a ISI e em cenários em que há a presença de ruído, foi proposta a função de
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codificação que utiliza a soma. Com essa função, a questão da geração de sinais caóticos pelo

transmissor não é evidente e depende da escolha adequada dos parâmetros utilizados na codi-

ficação. Foi verificado também que a escolha dos parâmetros influencia no funcionamento de

equalizador já que, dependendo dos valores escolhidos, o equalizador não é capaz de convergir

para solução ótima, o que prejudica muito o desempenho do sistema. Por meio de simulações,

foi feita uma possível escolha para esses parâmetros, de forma a gerar sinais que apresentam

DSCI e permitir o funcionamento do equalizador. Foi possível verificar, por meio de simula-

ções, que a função de codificação que utiliza a soma permite uma melhora no desempenho nos

cenários em que a função que utiliza a multiplicação obteve desempenho ruim.

No entanto, vale notar que ao comparar o desempenho dos sistemas baseados em caos mos-

trados nos Capítulos 4 e 5 com o desempenho de um sistema de comunicação convencional,

mostrado no Capítulo 3 é possível verificar que os sistemas baseados em caos apresentam um

desempenho inferior ao dos convencionais em termos de BER. Entretanto, os sistemas basea-

dos em caos podem apresentar outras vantagens em compensação à diferença de desempenho.

Além disso, pode haver outras funções de codificação e outros mapas que podem melhorar o

desempenho dos sistemas baseados em caos.

Sistema com o mapa de Ikeda

Considerando o mapa de Ikeda, foi proposto um sistema utilizando modulação caótica ba-

seado no sincronismo de Wu e Chua e a codificação utilizando a multiplicação. Foi possível

verificar que é possível obter sincronismo entre os sistemas mestre e escravo e foi proposto um

algoritmo de equalização para o sistema, baseado no algoritmo NLMS. Por meio de simula-

ções, foi mostrado que o algoritmo é capaz de eliminar a ISI, convergindo na média para os

coeficientes ótimos.

No entanto, verificou-se que, utilizando a função de codificação com a multiplicação, os

sinais gerados pelo transmissor deixam de apresentar DSCI. Apesar de ser possível corrigir o

problema utilizando uma outra função de codificação, como mostrado no Apêndice A, verificou-

se que o sistema baseado no mapa de Ikeda pode apresentar um problema de sincronismo

quando o transmissor gera sinais caóticos e o efeito de um canal não ideal for capaz de levar

o vetor de estados do receptor para fora da bacia de atração do regime caótico.

Na literatura, a maioria dos trabalhos que propõem o uso de sinais caóticos em sistemas

de comunicação não apresentam um estudo para verificar se os sinais são ou não caóticos. Por

isso, o contraexemplo do mapa de Ikeda apresentado nesta tese é uma contribuição relevante

no sentido de se fazer um estudo envolvendo os mapas usados no GSC para verificar se a

característica de DSCI dos sinais gerados se mantém.
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Trabalhos futuros

Diante das contribuições e conclusões expostas, existem algumas possibilidades de traba-

lhos futuros. Dentre elas, destacam-se:

TF1 Utilização de mensagens considerando outras modulações.

Além do caso da mensagem binária e polar, é interessante verificar o comportamento do

sistema considerando outras modulações com maior número de símbolos, como 4-PAM,

em que m(n) ∈ {−3; −1; 1; 3} e até mesmo constelações complexas como 4-QAM, em

que m(n) ∈ {−1− j1; −1 + j1; 1 + j1; 1− j1}.

TF2 Utilização de outros mapas e outras funções de codificação no GSC.

Existem diversos outros mapas que podem ser interessantes para a utilização em sistemas

de comunicação baseados em caos. Em particular, os mapas unidimensionais têm a

vantagem de não dependerem de sincronismo caótico, já que existe apenas um estado

no sistema dinâmico, que deve ser utilizado para codificar a mensagem. Também é

interessante considerar outras funções de codificação, já que o desempenho do sistema

depende da função escolhida.

TF3 Análise dos algoritmos.

A fim de entender melhor o comportamento dos algoritmos de equalização no caso de

sistemas baseados em caos, é interessante fazer uma análise teórica, a fim de obter ex-

pressões para o EMSE, por exemplo. Esses resultados podem facilitar a escolha dos

parâmetros do algoritmo e podem explicar alguns casos em que os algoritmos não funci-

onam adequadamente. Entretanto, devido à natureza não linear dos sistemas envolvidos,

pode ser que não seja possível utilizar as formas tradicionais de análise.

TF4 Caso autodidata.

É interessante considerar o sistema de comunicação baseado em caos no caso autodidata.

De forma semelhante à realizada neste trabalho, a partir de algoritmos de equalização

para o caso autodidata para sistemas convencionais, podem ser derivadas as versões para

o caso dos sistemas baseados em caos.

TF5 Estudos quanto à dificuldade de detecção não autorizada.

Uma das características mais interessantes dos sistemas baseados em caos é a dificuldade

de detecção não autorizada. Entretanto, poucos trabalhos tratam desse assunto formal-

mente. Na maioria das vezes, só é feita uma inspeção visual quanto a possibilidade de
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enxergar a mensagem no sinal transmitido. É interessante fazer um estudo mais apro-

fundado, do ponto de vista de criptografia, da possibilidade de decodificar a mensagem

a partir do sinal transmitido.
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Apêndice A

Transmissor com mapa de Ikeda e DSCI

Como comentado na Seção 4.4.1, no sistema de comunicação utilizando o mapa de Ikeda,

a codificação com a multiplicação faz com que o GSC convirja para o ponto fixo e deixe de

gerar sinais que apresentam DSCI. Para contornar o problema, em vez da multiplicação, pode

ser considerada a função de codificação

s(n) = x2(n) +
γ

2
[1 +m(n)]. (A.1)

Na Figura A.1 é mostrado o atrator caótico no espaço de fases juntamente com sua bacia

de atração, indicada em amarelo, considerando (A.1) como função de codificação. Os pontos

vermelhos indicam pontos do atrator caótico que levam a órbita a deixar a bacia de atração

e convergir para o ponto fixo caso um bit “1” seja codificado. Nas Figuras A.1-(a), (b) e (c)

é considerado (A.1) com γ = 1, γ = 10−2 e γ = 10−3, respectivamente. É possível notar que

γ = 1 não é uma boa escolha, já que há muitos pontos do atrator que levam a órbita ao ponto

fixo quando um bit “1” é codificado. Fazendo γ = 10−2, ainda restam alguns pontos do atrator

que podem levar a órbita ao ponto fixo. Por fim, considerando γ = 10−3, a órbita permanece

na área amarela, convergindo para o atrator caótico.

Como uma forma de testar a DSCI dos sinais transmitidos, foi calculado o máximo expoente

de Lyapunov das órbitas geradas por (2.14)-(2.15) com s(n) dado por (A.1) no lugar de

x2(n). Para isso, foi usado o método baseado no Jacobiano, descrito na Seção 2.2 e m(n) foi

considerado como um parâmetro variante no tempo. A substituição de x2(n) por s(n) pode

ser vista como uma perturbação na órbita original, o que faz com ela convirja para um dos

atratores do mapa de Ikeda: o ponto fixo com κ1 ≈ −0,11 ou o atrator estranho com κ1 =

0,51. Considerando (A.1), na Figura A.2 é mostrado o máximo expoente de Lyapunov obtido

numericamente em função de γ para condições iniciais aleatórias, símbolos equiprováveis,

considerando um transitório de 106 amostras e usando 106 amostras para o cálculo. A curva
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Figura A.1: Espaço de fases (x1(n) por x2(n)), indicando os pontos que levariam a órbita
a convergir para o ponto fixo se um bit “1” fosse codificado usando (A.1) com (a) γ = 1,
(b)γ = 10−2 e (c) γ = 10−3; Mapa de Ikeda com os parâmetros dados por (2.16).
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resultante claramente coincide com o resultado mostrado na Figura A.1. Para γ menor que

aproximadamente 0,8× 10−2, o sinal transmitido apresenta DSCI.

γ

κ
1

10−5 10−4 10−3 10−2 10−1 100
-0.2
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Figura A.2: Máximo expoente de Lyapunov κ1 em função de γ da Eq. (A.1), considerando
uma mensagem binária e equiprovável.

Com a solução proposta, é possível fazer com que os sinais gerados pelo transmissor apre-

sentem DSCI. No entanto, como comentado na Seção 4.4.2, ao garantir que os estados do

transmissor fiquem com sua órbita dentro da bacia de atração do atrator caótico, o sistema

com o mapa de Ikeda apresenta um problema de sincronismo que inviabiliza sua utilização na

presença de canais não ideais.
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