
RENATO CANDIDO

COMBINAÇÃO AFIM DE

ALGORITMOS ADAPTATIVOS

Dissertação apresentada à Escola
Politécnica da Universidade de
São Paulo para obtenção do
Título de Mestre em Engenharia
Elétrica.

São Paulo
2009





RENATO CANDIDO

COMBINAÇÃO AFIM DE

ALGORITMOS ADAPTATIVOS

Dissertação apresentada à Escola
Politécnica da Universidade de
São Paulo para obtenção do
Título de Mestre em Engenharia
Elétrica.

Área de Concentração:
Sistemas Eletrônicos

Orientador:
Prof. Dr. Magno T. M. Silva

São Paulo
2009



Este exemplar foi revisado e alterado em relação à versão original, sob
responsabilidade única do autor e com a anuência de seu orientador.

São Paulo, 4 de maio de 2009.

Renato Candido

Prof. Dr. Magno Teófilo Madeira da Silva

Candido, Renato
Combinação afim de algoritmos adaptativos / R. Candido. – São Paulo, 2009.
119 p.
Edição Revisada

Dissertação (Mestrado) - Escola Politécnica da Universidade de São Paulo.
Departamento de Engenharia de Sistemas Eletrônicos.

1. Filtros elétricos adaptativos 2. Algoritmos (Combinação) 3. Análise de
algoritmos I. Universidade de São Paulo. Escola Politécnica. Departamento
de Engenharia de Sistemas Eletrônicos II. t.



Agradecimentos

Ao amigo e orientador, Prof. Magno T. M. Silva por toda a atenção dedicada durante os

anos do mestrado. As inúmeras reuniões, conversas e idéias foram fundamentais para o desen-

volvimento deste trabalho. Além disso, gostaria de agradecer pelos conselhos e oportunidades

oferecidas que ajudaram no desenvolvimento de minha carreira.

Ao Prof. Vítor H. Nascimento pelas idéias, sugestões e pelas conversas técnicas muito

descontraídas.

Ao Prof. Phillip M. S. Burt e ao Prof. José Carlos M. Bermudez pelas sugestões dadas no

exame de qualificação.

Aos demais professores que contribuíram na realização deste trabalho, em especial à Profa.

Maria D. S. Miranda e ao Prof. Márcio Eisencraft.

À minha família, em especial aos meus pais Maria e Luiz e à minha irmã Fabiana pelo

apoio, motivação, afeto e dedicação incondicional.

À minha namorada Lúcia pelo apoio, afeto, carinho e paciência mesmo nos momentos mais

difíceis.

Aos amigos Eduardo Rezende e Ricardo Martins pelo companheirismo e incentivo a iniciar

o mestrado.

Aos colegas do Laboratório de Processamento de Sinais, em especial ao amigo João Mendes

pelas inúmeras conversas e ótima convivência.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico (CNPq) pelo financia-

mento deste trabalho.

i



“O bom senso é a coisa mais bem distribuída

do mundo: todos pensamos tê-lo em tal medi-

da que até os mais difíceis de se contentar

nas outras coisas não costumam desejar mais

bom senso do que têm.”

René Descartes



Resumo

A combinação de algoritmos tem despertado interesse para melhorar o desempenho de

filtros adaptativos. Esse método consiste em combinar linearmente as saídas de dois filtros

operando em paralelo com passos de adaptação diferentes para se obter um filtro com conver-

gência rápida e um erro quadrático médio em excesso (EMSE - excess mean squared error)

reduzido. Nesse contexto, foi proposta a combinação afim de dois algoritmos LMS (least-mean

square), cujo parâmetro de mistura não fica restrito ao intervalo [0, 1] e por isso é considerada

como uma generalização da combinação convexa. Neste trabalho, a combinação afim de dois

algoritmos LMS é estendida para os algoritmos supervisionados NLMS (normalized LMS) e

RLS (recursive least squares) e também para equalização autodidata, usando o CMA (constant

modulus algorithm). Foi feita uma análise em regime da combinação afim desses algoritmos de

forma unificada, considerando entrada branca ou colorida e ambientes estacionários ou não-

estacionários. Através dessa análise, verificou-se que a combinação afim de dois algoritmos da

mesma família pode apresentar uma redução de EMSE de até 3 dB em relação ao EMSE de

seus filtros componentes e conseqüentemente ao EMSE da combinação convexa. Para garantir

que a estimativa combinada seja pelo menos tão boa quanto a do melhor filtro componente,

foram propostos e analisados três novos algoritmos para adaptação do parâmetro de mistura.

Utilizando resultados da análise desses algoritmos em conjunto com os resultados da análise

de transitório de filtros adaptativos, analisou-se o comportamento transitório da combinação

afim. Através de simulações, observou-se uma boa concordância entre os resultados analíticos

e os de simulação. No caso de equalização autodidata, também foi proposta uma combinação

de dois equalizadores CMA com inicializações diferentes. Verificou-se através de simulações

que em alguns casos a combinação afim é capaz de evitar a convergência para mínimos locais

da função custo do módulo constante.
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Abstract

In order to improve the performance of adaptive filters, the combination of algorithms

is receiving much attention in the literature. This method combines linearly the outputs of

two filters operating in parallel with different step-sizes to obtain an adaptive filter with fast

convergence and reduced excess mean squared error (EMSE). In this context, it was proposed

an affine combination of two least-mean square (LMS) filters, whose mixing parameter is not

restricted to the interval [0, 1]. Hence, the affine combination is a generalization of the convex

combination. In this work, the affine combination of two LMS algorithms is extended to the

supervised algorithms NLMS (normalized LMS) and RLS (recursive least squares), and also to

blind equalization, using the constant modulus algorithm (CMA). A steady-state analysis of

the affine combination of the considered algorithms is presented in a unified manner, assuming

white or colored inputs, and stationary or nonstationary environments. Through the analysis,

it was observed that the affine combination of two algorithms of the same family can provide

a 3 dB EMSE gain in relation to its best component filter and consequently in relation to the

convex combination. To ensure that the combined estimate is at least as good as the best

of the component filters, three new algorithms to adapt the mixing parameter were proposed

and analyzed. Using the analysis results of these algorithms in conjunction with the results of

the transient analysis of adaptive filters, the transient behavior of the affine combination was

analyzed. Through simulations, a good agreement between analytical and experimental results

was always observed. In the blind equalization case, a combination of two CMA equalizers

with different initializations was also proposed. The simulation results suggest that the affine

combination can avoid local minima of the constant modulus cost function.
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â sinal recuperado após equalização

u sinal de entrada do filtro

u vetor regressor de entrada do filtro

R matriz de autocorrelação do sinal de entrada do filtro

ϑi i-ésimo autovalor da matriz R

Λ matriz diagonal dos autovalores de R

V matriz de autovetores de R

σ2
u potência do sinal de entrada do filtro

αu esperança do inverso da norma ao quadrado do vetor u

γu constante que depende de estatísticas do sinal de entrada do filtro

d sinal desejado

v ruído de medida

e sinal de erro

ed sinal de erro de decisão

σ2
v potência do ruído de medida

w vetor de coeficientes do filtro

wo vetor de coeficientes ótimos
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Capítulo 1

Introdução e formulação do problema

Neste capítulo são apresentados o contexto, as contribuições e a organização do trabalho.

Inicialmente é feita uma introdução à filtragem adaptativa e são apresentadas as combinações

convexa e afim. Em seguida, são descritas algumas propriedades básicas dessas combinações

e são mostrados alguns resultados existentes na literatura. Por fim, são apresentados os

objetivos, justificativa, contribuições e a organização da dissertação.

1.1 Uma breve introdução à filtragem adaptativa

Filtros adaptativos são utilizados em diversas aplicações como equalização de canais de

comunicação, identificação de sistemas, cancelamento de eco acústico, controle ativo de ruído,

entre outras [Haykin, 2002]. Um esquema de um filtro adaptativo com resposta impulsiva de

duração finita (FIR - finite impulse response) de M coeficientes é mostrado na Figura 1.1. O

sinal de saída y(n) é obtido através do produto interno entre o vetor regressor de entrada

u(n) = [ u(n) u(n − 1) · · · u(n − M + 1) ]T

e o vetor de coeficientes do filtro

w(n − 1) = [ w0(n − 1) w1(n − 1) · · · wM−1(n − 1) ]T ,

ou seja, y(n) = uT (n)w(n − 1), sendo que (·)T indica a transposição de um vetor. A saída

y(n) representa a estimativa do sinal desejado d(n). O vetor de coeficientes é então atualizado

utilizando-se o erro e(n) = d(n) − y(n).

Algoritmos do tipo quase-Newton baseados na função custo do erro quadrático médio

atualizam o vetor de coeficientes do filtro da forma

w(n) = w(n − 1) + ρ(n)M(n)u(n)e(n), (1.1)

sendo ρ(n) um passo de adaptação e M(n) uma matriz não-singular de dimensão M × M .

1
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1−z 1−z 1−z

 

( )e n

Filtro Adaptativo FIR 

( )u n

1( 1)Mw n− −0( 1)w n− 1( 1)w n−  

( )y n

( )d n

( 1)u n M− +

Figura 1.1: Filtro adaptativo do tipo FIR.

A partir de escolhas adequadas para ρ(n) e M(n) chega-se às equações de atualização dos

coeficientes do filtro para diversos algoritmos. Com M(n) = I, é possível obter o algoritmo

LMS (least-mean square) fazendo ρ(n) = µ ou o NLMS (normalized LMS ), fazendo

ρ(n) =
µ̃

ǫN + ||u(n)||2 , (1.2)

sendo I a matriz identidade, µ e µ̃ os passos de adaptação do LMS e NLMS respectivamente

e ǫN um fator de regularização. Para obter o RLS (recursive least squares), ρ(n) = 1 e M(n)

deve ser uma estimativa da inversa da matriz de autocorrelação do sinal de entrada, definida

como

R = E{u(n)uT (n)}, (1.3)

em que E{·} representa o operador de esperança matemática. O cálculo da estimativa de

M−1(n) = R̂(n) é feito usando um fator de esquecimento λ, ou seja,

M−1(n) = R̂(n) , λR̂(n − 1) + u(n)uT (n), (1.4)

com a inicialização dada geralmente por

R̂(0) = ǫRI, (1.5)

sendo ǫR uma constante positiva de pequeno valor. A matriz M(n) é então obtida aplicando-se

o lema da inversão matricial em (1.4) [Sayed, 2003, pág. 246].

Existem aplicações em que o sinal desejado é desconhecido, como em equalização auto-

didata, conforme esquematizado na Figura 1.2. Nessa aplicação, o objetivo é obter uma

estimativa â(n − τd) do sinal transmitido a(n) a partir do sinal recebido u(n). Idealmente,
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â(n − τd) e a(n) devem ser relacionados apenas por um atraso de τd amostras.

 

Equalizador Canal Decisor 
( )a n  ( )u n  ( )y n  ( )dâ n τ−  

Função 
não-linear Estatísticas de( )a n  

( )e n  

Figura 1.2: Equalização autodidata.

Nesse caso, d(n) pode ser estimado através de estatísticas de ordem superior (HOS - high-

order statistics) do sinal transmitido. A função custo do módulo constante é uma das mais

utilizadas na literatura e sua minimização dá origem ao CMA (constant modulus algorithm),

proposto em [Godard, 1980]. A equação de atualização do CMA pode ser escrita na forma

(1.1) com ρ = µ, M(n) = I e e(n) = [r − y2(n)]y(n), sendo r uma constante que depende de

estatísticas de ordem superior do sinal transmitido, definida como

r =
E{a4(n)}
E{a2(n)} . (1.6)

Na Tabela 1.1, é mostrado um resumo dos parâmetros utilizados na Equação (1.1) para os

algoritmos considerados.

Tabela 1.1: Parâmetros da Equação (1.1) para os algoritmos LMS, NLMS, RLS e CMA.

Algoritmo. ρ(n) M−1(n) e(n)

LMS µ
I

NLMS µ̃/
(
ǫN + ‖u(n)‖2

)
d(n) − y(n)

RLS 1 R̂(n) = λR̂(n − 1) + u(n)uT (n)

CMA µ I [r − y2(n)]y(n)

Embora seja comum utilizar a mesma notação para os passos de adaptação do LMS e do

CMA, os intervalos dos passos que asseguram a estabilidade e a convergência desses algo-

ritmos são diferentes. No caso do LMS, o resultado é bem conhecido na literatura [Haykin,

2002, Sayed, 2003, Diniz, 2008], enquanto para o CMA, há alguns resultados restritos, como

por exemplo os resultados de [Silva e Nascimento, 2008a], onde é considerada a hipótese do

algoritmo ter sido inicializado próximo do vetor de coeficientes ótimos.

O desempenho de um filtro adaptativo pode ser avaliado por diversos fatores como precisão

da solução em regime, velocidade de convergência, capacidade de tracking, custo computacio-

nal, robustez numérica, estabilidade, etc. [Haykin, 2002, Sayed, 2003, Diniz, 2008]. O estudo
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de uma solução que apresente um bom compromisso entre esses fatores é um problema de

amplo interesse.

1.2 Combinação de filtros adaptativos

Uma das maiores dificuldades do projeto de filtros adaptativos é a escolha dos parâmetros

fixos do filtro, como o passo de adaptação para os algoritmos do tipo LMS ou o fator de

esquecimento para algoritmos do tipo RLS. Na literatura, há diversas soluções que propõem

o uso do passo ou fator de esquecimento variáveis [Kwong e Johnston, 1992, Aboulnasr e

Mayyas, 1997, Zhuang, 1998, Bilcu et al., 2002, Costa e Bermudez, 2006]. No caso do LMS,

por exemplo, o passo deve ser grande o suficiente para garantir uma rápida convergência e

após a convergência inicial deve ter seu valor diminuído de modo a obter uma precisão maior

na solução em regime.

Uma outra solução que está sendo atualmente muito estudada é a combinação de dois ou

mais filtros adaptativos [Arenas-García e Figueiras-Vidal, 2005, Arenas-García et al., 2005a,b,

Arenas-García e Figueiras-Vidal, 2006, Arenas-García et al., 2006a,b, Silva e Nascimento,

2008b, Bershad et al., 2008]. Esse é um método relativamente simples e proporciona um

desempenho global melhor ou igual ao de cada filtro individual operando independentemente.

A idéia da combinação de diversos filtros adaptativos independentes para se obter um me-

lhor desempenho do que cada filtro individual não é nova. Ela foi proposta inicialmente em

[Andersson, 1985] e posteriormente melhorada em [Niedźwiecki, 1990, 1992]. No entanto, o

método de [Arenas-García et al., 2006a] está recebendo mais atenção devido à sua relativa

simplicidade e à prova, dadas certas condições, de que a combinação é universal, i.e., consi-

derando entradas estacionárias, a estimativa combinada é pelo menos tão boa quanto a do

melhor filtro componente a cada instante.

O esquema da combinação de dois filtros adaptativos é mostrado na Figura 1.3. Na

Figura 1.3-(a), é considerada a filtragem supervisionada que pode ser usada para diferen-

tes aplicações como identificação de sistemas, equalização adaptativa, cancelamento de eco

acústico, etc. [Haykin, 2002, Sayed, 2003]. O sinal de saída global y(n) é obtido a partir da

combinação das saídas y1(n) e y2(n) dos filtros individuais, ou seja,

y(n) = η(n)y1(n) + [1 − η(n)]y2(n), (1.7)

sendo η(n) o parâmetro de mistura da combinação. Os vetores de coeficientes de cada filtro

w1(n − 1) e w2(n − 1) são adaptados com seus respectivos erros

ei(n) = d(n) − yi(n), i = 1,2, (1.8)
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sendo d(n) a resposta desejada. O erro global da combinação é calculado como

e(n) = d(n) − y(n), (1.9)
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Figura 1.3: Combinação de filtros adaptativos transversais para (a) filtragem supervisionada
e (b) equalização autodidata.

que pode ser escrito, usando (1.7) e (1.8), como

e(n) = η(n)e1(n) + [1 − η(n)]e2(n). (1.10)

Nesse caso, assume-se um modelo de regressão linear para d(n), isto é,

d(n) = uT (n)wo(n − 1) + v(n), (1.11)

sendo wo(n − 1) o vetor de coeficientes ótimos e v(n) um processo aleatório de média zero e

variância σ2
v = E{v2(n)}, não-correlacionado com u(n) [Sayed, 2003]. As seqüências {u(n)} e

{v(n)} são assumidas estacionárias. No caso estacionário, wo(n) é uma constante e no caso

não-estacionário é comum assumir o random-walk model [Sayed, 2003], ou seja

wo(n) = wo(n − 1) + q(n), (1.12)

sendo q(n) um vetor i.i.d. (independente e identicamente distribuído) com matriz de auto-

correlação Q = E{q(n)qT (n)} positiva-definida, independente das condições iniciais {wo(0),

w(0), η(0)} e de {u(l), d(l)} para todo l [Sayed, 2003, Sec. 7.4].

Na Figura 1.3-(b), é mostrado um sistema de comunicação simplificado com uma com-

binação de dois equalizadores autodidatas. Nessa aplicação, o sinal a(n), assumido i.i.d. e
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não-gaussiano, é transmitido através de um canal desconhecido, cujo modelo é constituído por

um filtro FIR e ruído branco aditivo gaussiano (AWGN - additive white Gaussian noise). A

partir do sinal recebido u(n) e de propriedades estatísticas do sinal transmitido, o equalizador

autodidata deve minimizar os efeitos do canal e recuperar o sinal a(n) para algum atraso τd.

Na combinação de algoritmos baseados na função custo do módulo constante, o erro de cada

equalizador componente é dado por [Godard, 1980]

ei(n) = [r − y2
i (n)]yi(n), i = 1,2, (1.13)

enquanto o erro global é

e(n) = [r − y2(n)]y(n). (1.14)

Nesse caso, a solução ótima wo(n) em muitos casos é desconhecida, o que inviabiliza o uso do

random-walk model segundo (1.12) para o caso não-estacionário. Uma forma de contornar o

problema é aplicar a perturbação causada pelo vetor q(n) no vetor de coeficientes do filtro,

conforme mostrado no Apêndice A.

Como no caso supervisionado, a combinação é dada por (1.7). Entretanto, como no CMA

os erros e1(n), e2(n) e e(n) são calculados a partir de uma função não-linear de y1(n), y2(n)

e y(n), respectivamente, uma equação similar a (1.10) é uma aproximação que depende de

algumas hipóteses, entre elas a inicialização do vetor de coeficientes do equalizador próximo

da solução ótima de zero-forcing [Silva e Nascimento, 2008b, Nascimento e Silva, 2008].

O desempenho da combinação e dos filtros componentes pode ser medido, dentre outras

formas, através do erro quadrático médio em excesso (EMSE - excess mean squared error). O

EMSE é definido como a diferença entre o erro quadrático médio e seu valor mínimo que se

obtém com o vetor de coeficientes ótimos. O EMSE de um filtro i é calculado como

ζi(n) , E{e2
a,i(n)}, (1.15)

em que ea,i(n) é o erro a priori do filtro i, definido como,

ea,i(n) , uT (n)w̃i(n − 1), (1.16)

sendo

w̃i(n) = wo(n) − wi(n) (1.17)

o vetor de erro de coeficientes do filtro i. Analogamente, define-se o EMSE da combinação

como

ζ(n) , E{e2
a(n)}, (1.18)

sendo ea(n) o erro a priori da combinação. Para a medida de desempenho da combinação,
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também é necessário definir o EMSE cruzado

ζ12(n) , E{ea,1(n)ea,2(n)}. (1.19)

O valor em regime do EMSE de um filtro i é definido como

ζi(∞) , lim
n→∞

ζi(n) = lim
n→∞

E{e2
a,i(n)} (1.20)

e o valor em regime do EMSE cruzado é dado por

ζ12(∞) , lim
n→∞

ζ12(n) = lim
n→∞

E{ea,1(n)ea,1(n)}. (1.21)

O primeiro tipo de combinação a receber maior atenção foi a combinação convexa. Nesse es-

quema, o parâmetro de mistura η(n) fica limitado ao intervalo [0, 1] [Arenas-García e Figueiras-

Vidal, 2005, Arenas-García et al., 2005a,b, Arenas-García e Figueiras-Vidal, 2006, Arenas-

García et al., 2006a,b, Silva e Nascimento, 2008b]. Entretanto, foi proposta em [Bershad

et al., 2008] uma combinação afim de dois filtros LMS, que pode ser interpretada como uma

generalização da combinação convexa de [Arenas-García et al., 2006a]. Nesse tipo de combi-

nação, o valor de η(n) não fica restrito ao intervalo [0, 1], podendo inclusive adquirir um valor

negativo. Esses dois tipos de combinação são detalhados a seguir.

1.2.1 Combinação Convexa

Na combinação convexa, para manter o parâmetro η(n) no intervalo [0,1], pode-se utilizar

uma variável auxiliar α(n − 1) e uma função sigmoidal [Arenas-García et al., 2006b,a], isto é,

η(n) = sgm(α(n − 1)) =
1

1 + e−α(n−1)
, (1.22)

com o parâmetro α(n) atualizado como

α(n) = α(n − 1) + µαeη(n)η(n)[1 − η(n)], (1.23)

sendo

eη(n) = e(n)[y1(n) − y2(n)] (1.24)

e e(n) calculado segundo (1.9) e (1.14) para o caso supervisionado e autodidata, respectiva-

mente. A Equação (1.23) foi obtida em [Arenas-García et al., 2006a,b] e em [Arenas-García

e Figueiras-Vidal, 2006], usando o método do gradiente estocástico para minimizar a função

custo instantânea do erro quadrático médio no caso supervisionado e do módulo constante no

caso autodidata.

Um problema desse esquema é que a atualização de α(n) pára quando η(n) fica próximo
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de 0 ou 1. Para evitar isso, Arenas-García et al. [2006a] sugeriram que α(n) fique restrito

(por simples saturação) ao intervalo [−α+,α+]. Assim, um mínimo nível de atualização é

sempre garantido. Em [Arenas-García et al., 2006a], foi proposta ainda uma variação dessa

combinação onde a universalidade é garantida. A idéia é arredondar o valor do parâmetro de

mistura para 0 ou 1 a partir de determinados valores de α(n), obtendo-se assim um parâmetro

de mistura ηu(n) que garante a universalidade da combinação. A saída da combinação universal

yu(n) é calculada de maneira semelhante, ou seja,

yu(n) = ηu(n)y1(n) + [1 − ηu(n)]y2(n), (1.25)

e o parâmetro de mistura universal ηu(n) é calculado como

ηu(n) =





1, α(n) ≥ α+ − ǫC

η(n), −α+ + ǫC < α(n) < α+ − ǫC

0, α(n) ≤ −α+ + ǫC

, (1.26)

sendo ǫC uma constante positiva de pequeno valor.

A combinação convexa de dois algoritmos do tipo LMS ou CMA com passos de adaptação

µ1 e µ2, sendo µ1 > µ2, tem uma interpretação simples. No início da convergência, η(n) → 1 e

a combinação se aproxima do filtro com passo µ1, que converge mais rapidamente. Em regime,

η(n) → 0 e a combinação se aproxima do filtro com passo µ2, que por ser mais lento, faz um

“ajuste fino” a fim de atingir um erro de estimação menor. Na Figura 1.4 é mostrado um

exemplo desse comportamento para uma combinação convexa de dois filtros LMS com passos

de adaptação µ1 = 0,1 e µ2 = 0,01. Nesse exemplo, foi feita uma média de 50 realizações

usando o algoritmo que garante a universalidade na configuração de identificação de sistemas

descrita em [Arenas-García et al., 2006a], com µα = 100, α+ = 4 e ǫC = 0,1. Para facilitar a

visualização, as curvas foram filtradas por um filtro de média-móvel de 128 coeficientes. Pode-

se notar que no início da convergência, a combinação tem um desempenho igual ao do filtro

µ1-LMS, com η(n) ≈ 1 e em regime, o desempenho é igual ao do filtro µ2-LMS com η(n) ≈ 0.

Há situações em que 0 < η(n) < 1 e a combinação pode apresentar um desempenho melhor

do que o de cada filtro individual [Arenas-García et al., 2006a, Bershad et al., 2008]. Na

Figura 1.4, esse comportamento pode ser observado na região de transição, quando η(n) varia

de 1 para 0 e o desempenho da combinação é melhor que o desempenho dos filtros componentes

durante algumas iterações. Entretanto, no caso não-estacionário, esse comportamento também

pode ocorrer em regime [Arenas-García et al., 2006a, Silva e Nascimento, 2008b].

Um dos problemas da combinação convexa é a escolha do passo µα para a adaptação do

parâmetro de mistura da combinação. Esse problema ocorre principalmente quando a relação

sinal-ruído (SNR - signal-to-noise ratio) do sinal de entrada é variável com o tempo. Para

facilitar a escolha do passo de adaptação da combinação e melhorar o seu desempenho em

cenários como esse, Azpicueta-Ruiz et al. [2008] propuseram um esquema normalizado de
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Figura 1.4: Exemplo de combinação convexa de dois filtros LMS. Configuração de identificação
de sistemas, M = 7, σ2

v = 0,01, µ1 = 0,1 e µ2 = 0,01. Entrada colorida (modelo autoregressivo
com pólo em 0,8) e solução ótima dada por um vetor aleatório de média nula e variância
unitária. Média de 50 realizações com µα = 100, α+ = 4 e ǫC = 0,1 usando o parâmetro de
mistura universal definido em (1.26).

adaptação do parâmetro de mistura. Nesse esquema, o parâmetro α(n) da combinação é

adaptado por

α(n) = α(n − 1) +
1

p(n)
µαη(n)[1 − η(n)]︸ ︷︷ ︸

passo de adaptação

e(n) [y1(n) − y2(n)]︸ ︷︷ ︸
sinal de entrada

(1.27)

com

p(n) = νp(n − 1) + (1 − ν)[y1(n) − y2(n)]2, (1.28)

sendo 0 << ν < 1, um fator de esquecimento.

A adaptação de α(n), feita originalmente através do gradiente estocástico (Equação (1.23)),

pode ser interpretada como um filtro LMS de apenas um coeficiente α(n) com sinal de entrada

[y1(n) − y2(n)]. A normalização consiste em dividir o passo de adaptação pela norma ao

quadrado do vetor regressor de entrada. No entanto, como o filtro tem apenas um coeficiente,

a norma ao quadrado do vetor regressor de entrada é dada por |y1(n)− y2(n)|2, que tem uma

variação muito grande e pode fazer com que o algoritmo não funcione corretamente. Por isso,

foi utilizada uma estimativa desse valor, dada por p(n) e baseada numa janela exponencial.

Nessa estimativa, o parâmetro ν funciona como um fator de esquecimento e pode ser facilmente

ajustado, por exemplo, ν = 0,9 [Azpicueta-Ruiz et al., 2008]. Com essa adaptação, o passo

µα fica mais fácil de ser ajustado pois se torna independente da potência do sinal de entrada.

No caso não-estacionário, para determinados valores de Tr(Q), σ2
v e Tr(R), em que Tr(A)

se refere ao traço de uma matriz A, existe um valor ótimo do parâmetro de adaptação (µ para

algoritmos do tipo LMS ou λ para algoritmos do tipo RLS) que minimiza o EMSE em regime
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[Sayed, 2003]. Nesse caso, a comparação do desempenho da combinação convexa com o de

seus filtros componentes pode ser feita através de uma medida normalizada denominada NSD

(normalized square deviation). O NSD é definido como a razão entre o EMSE em regime de

um filtro componente ou da combinação e o EMSE em regime obtido com o parâmetro de

adaptação ótimo denotado por ζo(∞), ou seja, para cada filtro componente, o NSD é dado

por

NSDi(∞) =
ζi(∞)

ζo(∞)
, i = 1,2 (1.29)

e para a combinação

NSD(∞) =
ζ(∞)

ζo(∞)
. (1.30)

Define-se também o NSD cruzado

NSD12(∞) =
ζ12(∞)

ζo(∞)
. (1.31)

Na Figura 1.5 são mostradas as curvas de NSD dos filtros componentes (NSD1(∞) e

NSD2(∞)), do cruzado (NSD12(∞)) e da combinação convexa (NSD(∞)) em função de Tr(Q)

para a combinação de dois filtros LMS como em [Arenas-García et al., 2006a]. É possível

notar que quando Tr(Q) está entre os valores q1 e q2, qi = µ2
i σ

2
vTr(R), i = 1,2, a combinação

apresenta um NSD e conseqüentemente um EMSE menor do que o dos filtros componentes.

Nesse intervalo de Tr(Q), é possível notar também que 0 < E{η(∞)} < 1. Um outro aspecto

importante que foi observado em [Arenas-García et al., 2006a] é que quando Tr(Q) = qi,

i = 1 ou 2, o valor de E{η(∞)} é 1 ou 0, respectivamente. Com base nesse resultado, Arenas-

García et al. [2006a] propuseram uma combinação de algoritmos de passo variável (CVS-LMS

- combination of variable step LMS) que altera o passo de adaptação dos filtros componentes.

Mudando o passo, os valores de q1 e q2 são alterados de forma a manter q2 < Tr(Q) < q1,

o que faz com que a combinação possa apresentar uma capacidade de tracking superior em

relação à dos filtros componentes.

Uma extensão da combinação convexa para o caso autodidata foi feita em [Arenas-García

e Figueiras-Vidal, 2006]. Nesse trabalho, foram combinados dois algoritmos CMA com pas-

sos de adaptação diferentes, inicializados com o mesmo vetor de coeficientes. Os resultados

obtidos foram semelhantes aos do caso supervisionado, possibilitando uma maior velocidade

de convergência e um EMSE reduzido em regime. Cabe observar que para o caso do CMA,

ainda pode ser estudada a combinação de filtros com passos de adaptação iguais mas vetores

de inicialização diferentes. Sabe-se que dependendo da forma como é feita a inicialização do

CMA, este pode convergir para um mínimo local ou global [Johnson Jr. et al., 1998]. Assim,

combinar algoritmos com inicializações diferentes pode ser vantajoso com o objetivo de evitar

a convergência para um mínimo local.
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Figura 1.5: Comportamento da combinação convexa de dois algoritmos LMS no caso não-
estacionário. M = 7, σ2

v = 0,01, µ1 = 2 × 10−2, µ2 = 2 × 10−3. Entrada colorida (modelo
autoregressivo com pólo em 0,8) com potência 1/M .

1.2.2 Combinação afim

Uma generalização da combinação convexa de dois filtros adaptados com o algoritmo LMS

foi proposta em [Bershad et al., 2008]. Nesse artigo, o parâmetro de combinação η(n) é es-

colhido de forma ótima para minimizar o MSE instantâneo, não ficando restrito ao intervalo

[0, 1]. Dessa forma, a saída global y(n) é uma combinação afim1 das saídas dos filtros indivi-

duais (y1(n) e y2(n)) e a combinação convexa é um caso particular. Em Bershad et al. [2008]

foi feito um estudo do combinador ótimo não-realizável para ambientes estacionários onde se

concluiu que o valor do parâmetro de mistura ótimo instantâneo deve ser

ηo(n) =
[wo − w2(n)]T R [w1(n) −w2(n)]

[w1(n) − w2(n)]T R [w1(n) −w2(n)]
. (1.32)

Considerando o passo de adaptação µ2 = δµ1, 0 < δ < 1 e assumindo algumas hipóteses

equivalentes a escolher µ1 para máxima velocidade de convergência, com entrada branca e

gaussiana, chegou-se à conclusão que o valor em regime do parâmetro de mistura ótimo é

dado por

η̄o(∞) , lim
n→∞

E{ηo(n)} ≈ δ

2(δ − 1)
. (1.33)

Como 0 < δ < 1, o parâmetro de mistura ótimo em regime é sempre negativo.

A Equação (1.32) depende da matriz de autocorrelação do sinal de entrada e do vetor de

coeficientes ótimos e por isso não é possível utilizá-la para o cálculo do parâmetro de mistura

numa aplicação prática. Por isso, foram então propostos dois novos esquemas para adaptação

de η(n). O primeiro usa o método do gradiente estocástico e tem um desempenho próximo

1Uma combinação afim dos vetores x1 . . .xL é a combinação linear
∑L

i=1
cixi com

∑L

i=1
ci = 1.
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do ótimo não-realizável, apresentando a mesma velocidade de convergência e comportamento

em regime. Nesse esquema, para que o parâmetro η(n) possa atingir qualquer valor, não se

utiliza uma função sigmoidal como em (1.22) e sua atualização é feita diretamente como

η(n + 1) = η(n) + µηeη(n), (1.34)

com eη(n) calculado segundo a Equação (1.24). O algoritmo (1.34), que é chamado de η-LMS

neste trabalho, foi obtido em [Bershad et al., 2008] usando o método do gradiente estocástico,

de maneira análoga à utilizada na combinação convexa. A diferença na adaptação das duas

combinações está no termo η(n)[1−η(n)], que aparece na combinação convexa devido à função

sigmoidal. Um problema que foi observado em [Bershad et al., 2008] é que (1.34) pode divergir

durante o início da adaptação quando é utilizado um passo de adaptação relativamente grande

(µη ≥ 1). Para evitar esse problema, uma solução encontrada em [Bershad et al., 2008] foi

limitar o valor de η(n) em 1 para todo n.

Na segunda forma de adaptação do parâmetro de mistura proposta, são consideradas mé-

dias temporais dos erros instantâneos

êi(n) =
1

K

n∑

m=n−K+1

e2
i (m), i=1,2, (1.35)

em que K é o tamanho da janela de média móvel. O parâmetro de mistura η(n) é dado por

η(n) = 1 − κη erf

(
ê1(n)

ê2(n)

)
, (1.36)

com

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2/2dt. (1.37)

Nesse esquema de adaptação, η(n) pode variar no intervalo [1−κη,1]. Para que seja possível

obter o valor do parâmetro de mistura ótimo em regime, considera-se

κη = 1 − δ

2(δ − 1)
. (1.38)

Foram feitas inúmeras simulações e os resultados experimentais obtidos com as duas formas

de adaptação correspondem ao resultado teórico previsto por (1.32). Cabe notar que na

segunda forma de adaptação, κη foi calculado para uma determinada situação de operação do

filtro considerando ambiente estacionário. Para outras situações, o valor de κη deve ser alterado

de forma a permitir que η(n) atinja o valor de η̄o(∞). Na primeira forma de adaptação, é

necessário apenas o ajuste de um passo de adaptação, o que pode ser mais interessante para

aplicações práticas. Porém, através de simulações é possível verificar que a variância de η(n)

é grande quando a adaptação é feita através de (1.34). Diante disso, é interessante considerar

outras formas de adaptação para o parâmetro de mistura e para tanto uma análise se faz
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necessária. Uma alternativa é usar uma extensão do esquema de adaptação normalizado de

[Azpicueta-Ruiz et al., 2008] para a combinação afim.

Os resultados de [Bershad et al., 2008] abrem novas perspectivas para diferentes combi-

nações de outros algoritmos adaptativos e podem ser estendidos para outras combinações de

algoritmos.

1.3 Objetivos

Nesta dissertação, o esquema proposto em [Bershad et al., 2008] é estendido para outros

tipos de combinação afim envolvendo os algoritmos LMS, NLMS, RLS e CMA. São feitas aná-

lises em regime e do transitório dessas combinações considerando entrada branca ou colorida

e ambientes estacionários ou não-estacionários. Para simplificar a análise, são considerados

sinais reais.

São analisadas as combinações de dois filtros que utilizam o mesmo algoritmo (LMS, NLMS

e RLS para o caso supervisionado e CMA para o caso autodidata) e também combinações de

algoritmos diferentes para melhorar a capacidade de tracking do filtro global [Silva e Nasci-

mento, 2008b] como, por exemplo, a combinação dos algoritmos LMS e RLS. Nesse contexto,

são estudadas algumas formas alternativas de adaptação do parâmetro de mistura para me-

lhorar a universalidade da combinação. Um outro aspecto investigado é o comportamento da

combinação afim de dois algoritmos CMA com inicializações diferentes já que este é um fator

determinante para o bom desempenho desse algoritmo.

1.4 Justificativa

O projeto de filtros adaptativos envolve a escolha de parâmetros fixos para manter um

compromisso entre a velocidade de convergência e o nível do erro em regime do filtro. Uma

das alternativas para facilitar o projeto é a combinação de algoritmos. Além disso, a combina-

ção de algoritmos de diferentes famílias (LMS e RLS, por exemplo) permite que seja possível

obter um melhor desempenho em ambientes não-estacionários já que dependendo do tipo de

não-estacionariedade do ambiente, pode ser interessante usar uma determinada família de al-

goritmos ou outra. Nesse cenário, um estudo da combinação afim é algo de interesse já que esta

permite obter o valor do parâmetro de mistura ótimo na maioria dos casos. Isso faz com que

seja possível obter um desempenho superior ao dos filtros componentes em algumas situações

em que a combinação convexa se comporta de maneira igual ao melhor filtro componente. Um

outro ponto a ser observado é que o parâmetro de mistura da combinação afim tem um maior

grau de liberdade em relação ao da combinação convexa. Isso pode ser vantajoso em alguns

casos como, por exemplo, quando se deseja combinar algoritmos autodidatas com diferentes

inicializações para evitar a convergência para mínimos locais.
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1.5 Contribuições da dissertação

As principais contribuições deste trabalho são enumeradas a seguir.

1. Análise em regime da combinação afim.

Foi feita uma análise do valor em regime do parâmetro de mistura e EMSE ótimos das

combinações considerando ambientes estacionário ou não-estacionário com o objetivo de

comparar o desempenho das combinações convexa e afim. Verificou-se que em algumas

situações, o valor do parâmetro de mistura ótimo é negativo e é possível obter um ganho

de EMSE de até 3dB, o que motiva o uso da combinação afim.

2. Análise de transitório da combinação afim.

Para obter um modelo do transitório do EMSE da combinação, foi feita uma análise

considerando a adaptação através do algoritmo η-LMS. Através da análise é possível

prever algumas situações em que o desempenho obtido com essa adaptação é inferior ao

universal, o que motivou propostas de formas alternativas de adaptação do parâmetro

de mistura.

3. Algoritmo signed regressor para adaptação do parâmetro de mistura.

Foi proposta a adaptação do parâmetro de mistura da combinação afim considerando

uma normalização instantânea parcial, originando o algoritmo signed regressor. A análise

de transitório foi estendida para esse algoritmo e verificou-se que seu desempenho é mais

próximo ao universal em algumas situações.

4. Algoritmos normalizados para adaptação do parâmetro de mistura.

Para facilitar a escolha do passo de adaptação do parâmetro de mistura das combinações,

foram propostos dois algoritmos normalizados baseados no algoritmo η-LMS e no sig-

ned regressor, originando os algoritmos power normalized e normalized signed regressor,

respectivamente. A análise de transitório foi estendida a esses algoritmos e verificou-se

que essa normalização também torna o desempenho da combinação mais próximo do

universal em alguns casos.

5. Aplicação da combinação afim na combinação de equalizadores CMA com

inicializações diferentes.

Foi proposta uma aplicação da combinação afim para equalizadores CMA com iniciali-

zações diferentes. Foram feitas algumas simulações considerando um cenário simples e

foi possível verificar que a combinação afim pode, em alguns casos, evitar a convergência

para mínimos locais.

Como resultado dessas contribuições, foram publicados os seguintes artigos:
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- R. Candido, M. T. M. Silva e V. H. Nascimento. Uma combinação afim de dois equali-

zadores autodidatas adaptados com o CMA. In Simpósio Brasileiro de Telecomunicações

(SBrT’08), 2008.

- R. Candido, M. T. M. Silva e V. H. Nascimento. Affine combinations of adaptive filters.

In Proc. of 42 nd Asilomar Conference on Signals, Systems and Computers, 2008.

- R. Candido, M. T. M. Silva e V. H. Nascimento. On combinations of CMA equali-

zers. In Proc. of International Conference on Acoustics Systems and Signal Processing

(ICASSP’09), 2009.

1.6 Organização da dissertação

A dissertação está estruturada em 5 capítulos. No Capítulo 2, a combinação afim é esten-

dida para os algoritmos supervisionados NLMS e RLS e para equalização autodidata com o

CMA. É feita uma análise do valor em regime do parâmetro de mistura e do EMSE da combi-

nação, sendo verificadas algumas propriedades da combinação afim. Por fim, são apresentados

resultados de simulação para validar a análise.

No Capítulo 3, é feita uma análise de transitório do EMSE da combinação afim conside-

rando a adaptação através do algoritmo η-LMS. Em seguida, são mostrados alguns resultados

de simulação para validar a análise. Nesses resultados, é mostrada uma situação em que a

combinação afim apresenta um desempenho inferior ao universal e, para melhorar o desem-

penho, são propostas e analisadas três formas alternativas de adaptação do parâmetro de

mistura. Por fim, são mostrados resultados de simulação referentes a essas formas alternativas

de adaptação.

No Capítulo 4, é proposta a combinação de equalizadores CMA com inicializações dife-

rentes. Considerando um cenário simples, é feita uma comparação entre o comportamento

da combinação afim e convexa através de simulações e é mostrada uma situação em que a

combinação afim é capaz de evitar a convergência dos filtros componentes para um mínimo

local.

Finalmente, no Capítulo 5, são apresentadas as conclusões do trabalho e propostas para

trabalhos futuros.



Capítulo 2

Análise em regime das combinações

Neste capítulo, a combinação afim de dois algoritmos LMS de Bershad et al. [2008] é

estendida para os algoritmos NLMS, RLS e CMA. A partir desse resultado, é feita uma

análise em regime para obter expressões analíticas para o valor do parâmetro de mistura e

para o EMSE ótimos das combinações afim desses algoritmos. Através dessa análise, são

verificadas algumas propriedades da combinação afim em regime.

A extensão da combinação afim para o caso de dois filtros NLMS ou dois filtros RLS é

direta pois assim como o LMS, a adaptação do parâmetro de mistura da combinação desses

algoritmos é baseada na função custo do erro quadrático médio. Para o CMA, entretanto, a

função custo utilizada é a do módulo constante, sendo necessário assumir algumas hipóteses

para permitir a extensão e análise da combinação. A seguir são descritas as funções custo e os

modelos utilizados para o caso supervisionado e autodidata de forma a permitir uma análise

unificada.

2.1 Funções custo e algoritmos

A adaptação do parâmetro de mistura η(n) através do gradiente pode ser escrita na forma

η(n + 1) = η(n) − µη
∂Ji

∂η(n)
, (2.1)

em que Ji representa uma determinada função custo a ser minimizada. Para algoritmos

supervisionados (LMS, NLMS e RLS), a função custo utilizada é o erro quadrático médio.

Para o CMA, utiliza-se a função custo do módulo constante [Godard, 1980]. As funções custo

e os gradientes para esses algoritmos são mostrados na Tabela 2.1. De modo geral, o algoritmo

estocástico de atualização do parâmetro de mistura é dado por

η(n + 1) = η(n) + µηe(n) [y1(n) − y2(n)] . (2.2)

16
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Tabela 2.1: Funções custo e gradientes dos algoritmos utilizados.

Algoritmo Ji
∂Ji

∂η(n)

LMS, NLMS e RLS E{e2(n)} −2E{e(n) [y1(n) − y2(n)]}

CMA E
{

[r − y2(n)]
2
}

−4E{e(n) [y1(n) − y2(n)]}

Cabe notar que as constantes 2 e 4 que aparecem nos gradientes dos algoritmos supervisionados

e do CMA podem ser desprezadas considerando um ajuste no passo de adaptação µη. Além

disso, e(n) é diferente para o caso supervisionado (Equação (1.9), pág. 5) e para o CMA

(Equação (1.14), pág. 6). Assim como observado para o caso da combinação de algoritmos

LMS em [Bershad et al., 2008], o algoritmo (2.2) pode divergir durante as iterações iniciais e

uma forma de contornar o problema é limitar o valor máximo do parâmetro de mistura em 1

para todo n.

No caso do CMA, embora o algoritmo (2.2) possa ser usado para adaptar η(n), verificou-se

por simulações que ele nem sempre garante o comportamento universal da combinação. Dessa

forma, uma outra alternativa para adaptar esse parâmetro é utilizar um algoritmo do gradiente

estocástico que minimiza o erro de decisão, ou seja,

JD = E
{
e2

d(n)
}

, (2.3)

sendo

ed(n) = â(n − τd) − y(n). (2.4)

Nesse caso, o gradiente é

∂JD

∂η(n)
= −2E{ed(n) [y1(n) − y2(n)]} (2.5)

e a adaptação do parâmetro de mistura é dada por

η(n + 1) = η(n) + µηed(n) [y1(n) − y2(n)] , (2.6)

limitando η(n) máximo em 1 para evitar a divergência. Através de simulações é possível

verificar que esse algoritmo é capaz de fazer com que o comportamento da combinação seja

próximo ao universal mesmo na presença de ruído. Como â(n−τd) faz o papel de sinal desejado

no caso de equalização, os algoritmos (2.2) e (2.6) são chamados neste trabalho de η-LMS.
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2.2 Modelos utilizados

No caso supervisionado, substituindo (1.11) em (1.9), o erro de cada filtro componente

pode ser escrito como

ei(n) = ea,i(n) + v(n), i = 1,2. (2.7)

Analogamente, o erro da combinação pode ser escrito como

e(n) = ea(n) + v(n). (2.8)

Usando (2.7) e (2.8) em (1.7) (pág. 4), pode-se escrever o erro a priori da combinação como

ea(n) = η(n)ea,1(n) + [1 − η(n)] ea,2(n). (2.9)

Para se obter um modelo unificado para os casos supervisionado e autodidata, com o erro

a priori da combinação em função do erro a priori dos filtros componentes, é usual assumir

algumas hipóteses para o caso autodidata:

R1. E{ak(n)} = 0, k = 2m + 1, m ∈ N. Em outras palavras, a(n) é sub-gaussiana e a cons-

telação é simétrica, como é o caso da maioria das constelações usadas em comunicações

digitais [Sayed, 2003];

R2. A relação sinal-ruído na entrada é alta o suficiente para que âi(n − τd) ≈ a(n − τd) ≈
uT (n)wo(n−1), i = 1,2. Entretanto, devido à variação do canal e ao ruído do gradiente,

o vetor de coeficientes wi(n−1), i = 1,2 não é igual a wo(n−1), mesmo em regime. Para

tornar essa hipótese mais realista, é essencial que os equalizadores sejam implementados

utilizando sobreamostragem, o que possibilita a equalização perfeita de um canal FIR

na ausência de ruído [Treichler et al., 1996].

A saída yi(n) do equalizador i pode ser escrita como

yi(n) = uT (n)wi(n − 1) = uT (n) [wo(n − 1) − w̃i(n − 1)] , i = 1,2, (2.10)

que pode ser aproximada, usando R2, por

yi(n) ≈ a(n − τd) − ea,i(n), i = 1,2. (2.11)

Essa aproximação tem sido amplamente utilizada na análise em regime do CMA [Yousef e

Sayed, 1999, Mai e Sayed, 2000, Silva e Miranda, 2004, Silva e Nascimento, 2008a,b]. Nesse

caso, o erro a priori dos filtros componentes é dado por

ea,i(n) ≈ ai(n − τd) − yi(n) ≈ âi(n − τd) − yi(n) = ed,i(n), (2.12)

em que ed,i(n) é o erro de decisão do equalizador i.
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Usando a aproximação (2.11), o erro de um filtro componente da combinação de dois

algoritmos CMA, dado por (1.13) (pág. 6), pode ser reescrito como

ei(n) = γ(n)ea,i(n) + β(n) + si(n), (2.13)

sendo

γ(n) = 3a2(n − τd) − r, (2.14)

β(n) = r a(n − τd) − a3(n − τd) (2.15)

e

si(n) = −3a(n − τd)e
2
a,i(n) + e3

a,i(n). (2.16)

Se ea,i(n) for razoavelmente pequeno em regime, termos que dependem de combinações de

ordem superior de ea,i(n) podem ser desprezados em (2.13), isto é, limn→∞ si(n) ≈ 0, o que

leva à aproximação

ei(n) ≈ γ(n)ea,i(n) + β(n), i = 1,2. (2.17)

Analogamente, o erro da combinação pode ser aproximado por

e(n) ≈ γ(n)ea(n) + β(n). (2.18)

As Equações (2.17) e (2.18) para o caso autodidata são análogas às Equações (2.7) e (2.8)

do caso supervisionado. No caso autodidata, β(n) é uma variável i.i.d que faz o papel de um

ruído de medida com E{β(n)} = 0 devido à hipótese R1 e variância

σ2
β , E{β2(n)} = E{a6(n) − r2a2(n)}. (2.19)

Cabe observar que β(n) é identicamente nulo para constelações de módulo constante [Silva e

Nascimento, 2008b].

Analogamente, γ(n) também é i.i.d. e seus momentos de primeira e segunda ordens são

dados respectivamente por

γ̄ , E{γ(n)} = 3E{a2(n)} − r (2.20)

e

ξ , E{γ2(n)} = 3 r E{a2(n)} + r2. (2.21)

Substituindo (2.11) em (1.7) (pág. 4), pode-se escrever

ea(n) ≈ η(n)ea,1(n) + [1 − η(n)]ea,2(n), (2.22)

que, pressupondo a hipótese R2, é válida em todo instante e coincide com a Equação (2.9)

obtida para o caso supervisionado.
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Da mesma forma que no caso supervisionado, substituindo (2.17) e (2.18) em (2.22), chega-

se à expressão para o erro da combinação

e(n) ≈ η(n)e1(n) + [1 − η(n)]e2(n). (2.23)

Cabe observar que nesse caso a Equação (2.23) vale em todo instante se R2 e os modelos

(2.17) e (2.18) forem satisfeitos. É usual, no entanto, considerar sua validade em regime [Silva

e Nascimento, 2008b].

De modo unificado, os erros para o caso supervisionado ou autodidata satisfazem

e(n) ≈ κ(n)ea(n) + ϕ(n), (2.24)

com κ(n) = 1 e ϕ(n) = v(n) para o caso supervisionado e κ(n) = γ(n) e ϕ(n) = β(n) para o

caso do CMA. Em ambos os casos, E{ϕ(n)} = 0 e κ(n) e ϕ(n) são assumidos independentes

de w̃(n − 1) em regime. O erro a priori e o erro da combinação podem ser aproximados em

ambos os casos por (2.22) e (2.23), respectivamente [Silva e Nascimento, 2008b].

2.3 O parâmetro de mistura ótimo em regime

Expressões para o valor médio do parâmetro de mistura ótimo definido como

η̄o(n) , E{ηo(n)} (2.25)

e seu valor em regime

η̄o(∞) , lim
n→∞

η̄o(n), (2.26)

podem ser obtidas igualando a zero a derivada da função custo em relação a η(n) e calculando

o limite para n → ∞. No caso supervisionado, deve-se igualar a zero o gradiente mostrado na

Tabela 2.1 e no caso do CMA, o gradiente (2.5). De modo unificado, chega-se a

E{eg(n) [y1(n) − y2(n)]} = 0, (2.27)

em que

eg(n) = e(n) = ea(n) + v(n) (2.28)

para o caso supervisionado e

eg(n) = ed(n) (2.29)

para o caso do CMA. Como ed(n) ≈ ea(n) no caso do CMA, de modo geral, pode-se escrever

eg(n) ≈ ea(n) + r(n), (2.30)
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em que r(n) = v(n) no caso supervisionado e r(n) = 0 no caso do CMA.

Substituindo (1.9) (pág. 5) em (2.27) para o caso supervisionado ou (2.11) em (2.27) para

o CMA, chega-se a

E{eg(n) [ea,2(n) − ea,1(n)]} = 0. (2.31)

Substituindo (2.22) em (2.30) e o resultado em (2.31) obtém-se

E{ηo(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]2} = E{[e2
a,2(n) − ea,1(n)ea,2(n)]}

+ E{r(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]}. (2.32)

Para continuar é necessário assumir que

R3. para ambos os casos, ηo(n) é independente de κ(n) e ea,i(n), i = 1,2 em regime. Essa

hipótese requer basicamente que o parâmetro de mistura ótimo seja independente do

erro a priori em regime e, no caso autodidata, seja independente do sinal transmitido.

Usando o fato de que r(n) é independente de ea,i(n), i = 1,2 e E{r(n)} = 0, verifica-se que

o último termo do lado direito de (2.32) é nulo. Calculando o limite para n → ∞ de ambos

os lados de (2.32) e usando R3, chega-se a

lim
n→∞

E{ηo(n)} ≈
limn→∞ E{e2

a,2(n) − ea,1(n)ea,2(n)}
limn→∞ E{[ea,2(n) − ea,1(n)]2} , (2.33)

que pode ser reescrita como

η̄o(∞) ≈ ζ2(∞) − ζ12(∞)

ζ1(∞) + ζ2(∞) − 2ζ12(∞)
. (2.34)

A Equação (2.34) também pode ser escrita na forma

η̄o(∞) ≈ ∆ζ2(∞)

∆ζ1(∞) + ∆ζ2(∞)
, (2.35)

com

∆ζi(∞) = ζi(∞) − ζ12(∞). (2.36)

2.4 O EMSE ótimo da combinação em regime

Elevando (2.22) ao quadrado com η(n) = ηo(n), tomando a esperança de ambos os lados

da equação resultante, calculando o limite para n → ∞ e usando R4, obtém-se

lim
n→∞

E{e2
a(n)} = lim

n→∞
E{η2

o(n)}E{e2
a,1(n)} + lim

n→∞
E{[1 − ηo(n)]2}E{e2

a,2(n)}

+ lim
n→∞

2E{ηo(n)[1 − ηo(n)]}E{ea,1(n)ea,2(n)}. (2.37)
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Para prosseguir assume-se que

R4. a variância de ηo(n) é suficientemente pequena em regime para que limn→∞ E{η2
o(n)} ≈

η̄2
o(∞).

Usando R4, obtém-se a seguinte estimativa para o EMSE ótimo da combinação em regime

ζ(∞) ≈ η̄o
2(∞)ζ1(∞) + [1 − η̄o(∞)]2ζ2(∞) + 2η̄o(∞)[1 − η̄o(∞)]ζ12(∞). (2.38)

Substituindo a expressão para η̄o(∞) dada por (2.34) em (2.38), obtém-se

ζ(∞) ≈ ζ2(∞) − η̄o(∞)(ζ2(∞) − ζ12(∞)), (2.39)

que pode ser reescrita como

ζ(∞) ≈ ζ2(∞) − ∆ζ2
2 (∞)

∆ζ1(∞) + ∆ζ2(∞)
. (2.40)

A precisão das expressões (2.35) e (2.40) depende da precisão das expressões utilizadas

para ζi(∞), i = 1,2 e ζ12(∞). Essas expressões foram obtidas também em [Arenas-García

et al., 2006a, Eqs.(29) e (33)] para a combinação convexa de dois algoritmos LMS. A diferença

é que na combinação convexa, η(n) e conseqüentemente η̄o(∞) estão restritos ao intervalo

[0, 1].

2.5 Expressões para o EMSE em regime de filtros adap-

tativos

Existem diversos trabalhos sobre a análise de tracking de algoritmos adaptativos na lite-

ratura (por exemplo, Sayed [2003], Eleftheriou e Falconer [1986], Slock [1993], Eweda [1994],

Haykin [2002], Yousef e Sayed [2001] e referências contidas). Na Tabela 2.2, são mostradas

expressões analíticas para o EMSE do LMS [Sayed, 2003, Haykin, 2002], NLMS [Sayed, 2003,

Slock, 1993], RLS [Sayed, 2003] e CMA [Silva e Nascimento, 2008a]. Nessa tabela, µi repre-

senta o passo de adaptação para o algoritmo LMS ou CMA, µ̃i representa o passo de adaptação

do NLMS, λi representa o fator de esquecimento do RLS e αu , E {‖u(n)‖−2}. Para u(n)

gaussiano e M suficientemente grande, αu pode ser estimado como 1/[σ2
u(M − 2)], em que

σ2
u = E{u2(n)} é a potência do sinal de entrada [Costa e Bermudez, 2002].
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Tabela 2.2: Expressões analíticas para o EMSE dos algoritmos considerados.
Algoritmo ζi(∞)

LMS
µiσ

2
vTr(R) + µ−1

i Tr(Q)

2 − µiTr(R)

NLMS
Tr(R)

[
µ̃iσ

2
vαu + µ̃−1

i Tr(Q)
]

2 − µ̃i

RLS
σ2

v(1 − λi)M + (1 − λi)
−1Tr(QR)

2

CMA
µiσ

2
βTr(R) + µ−1

i Tr(Q)

2γ̄ − µiTr(R)ξ

O EMSE cruzado ζ12(∞) para a combinação de dois algoritmos LMS foi obtido em [Arenas-

García et al., 2006a] usando a conservação de energia. Usando o método tradicional1, expres-

sões de ζ12(∞) para a combinação de dois algoritmos RLS, um algoritmo RLS com um LMS

e dois algoritmos CMA foram obtidas em [Silva e Nascimento, 2008b]. A extensão da análise

de [Arenas-García et al., 2006a] para obter uma expressão de ζ12(∞) para a combinação de

dois algoritmos NLMS é direta e encontra-se no Apêndice B. Esses resultados são mostrados

na Tabela 2.3. Nessa tabela, Σ , [(1 − λ1)I + µ2R]−1R.

Tabela 2.3: Expressões analíticas para o EMSE cruzado dos algoritmos considerados.
Combinação ζ12(∞)

µ1-LMS e µ2-LMS
µ1µ2σ

2
vTr(R) + Tr(Q)

µ1 + µ2 − µ1µ2Tr(R)

µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS
Tr(R) [µ̃1µ̃2σ

2
vαu +Tr(Q)]

µ̃1+µ̃2−µ̃1µ̃2

λ1-RLS e λ2-RLS
(1 − λ1)(1 − λ2)Mσ2

v + Tr(QR)

(1 − λ1) + (1 − λ2)

λ1-RLS e µ2-LMS µ2λ̃1 σ2
v Tr

(
Σ

)
+ Tr

(
QΣ

)

µ1-CMA e µ2-CMA
µ1µ2σ

2
βTr(R) + Tr(Q)

γ̄(µ1 + µ2) − µ1µ2Tr(R)ξ

Para a combinação de dois algoritmos RLS, uma outra expressão de ζi(∞) foi obtida em

[Eleftheriou e Falconer, 1986]. Através de simulações pode-se notar que essa expressão é mais

precisa do que a mostrada na Tabela 2.2, principalmente quando se usa fatores de esquecimento

menores. No Apêndice C, o resultado de [Eleftheriou e Falconer, 1986] é revisitado e estendido

para se obter uma outra expressão para ζ12(∞) usando hipóteses semelhantes. Esses resultados

1No método tradicional obtém-se um expressão recursiva para a matriz de autocorrelação do vetor de erro
de coeficientes.
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são mostrados na Tabela 2.4, onde λ̃i = 1−λi e γu = σ2
u2/σ2

u, em que σ2
x representa a variância

de x. Para u(n) gaussiano, γu = 2.

Tabela 2.4: Expressões analíticas mais precisas para o EMSE do RLS.

ζi(∞)
1 − λi

1 + λi

[
1 +

1 − λi

1 + λi
γu

]
Mσ2

v +
Tr(QR)

1 − λ2
i

ζ12(∞)

λ̃1λ̃2

[
1+

λ̃1λ̃2

1−λ1λ2

γu

]
Mσ2

v +Tr(QR)

λ̃1 + λ̃2 − λ̃1λ̃2

2.6 Resultados em ambiente estacionário

Substituindo as expressões das Tabelas 2.2 e 2.3 com Q = 0 nas Equações (2.34) e (2.39)

podem-se obter expressões analíticas para η̄o(∞) e ζ(∞) num ambiente estacionário. Alguns

desses resultados são mostrados na Tabela 2.5. Nessa tabela, δLL = δCC , µ2/µ1 representam

a razão entre os passos de adaptação dos filtros LMS ou CMA. Analogamente, δNN , µ̃2/µ̃1

e δRR , (1 − λ2)/(1 − λ1). Em todos os casos, 0 < δXX < 1, onde δXX representa, de forma

geral, a relação entre passos de adaptação ou fatores de esquecimento.

Tabela 2.5: Expressões analíticas para η̄o(∞) e ζ(∞) no caso estacionário.
Combinação η̄o(∞) ζ(∞)

µ1-LMS e µ2-LMS
δLL[2 − µ1Tr(R)]

2(δLL − 1)

1

2

[
µ2σ

2
vTr(R)

δLL+1−µ2Tr(R)

]

µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS
δNN [2 − µ̃1]

2(δNN − 1)

1

2

[
Tr(R)µ̃2σ

2
vαu

δNN + 1 − µ̃2

]

λ1-RLS e λ2-RLS
δRR

δRR − 1

1

2

[
(1 − λ2)Mσ2

v

δRR + 1

]

µ1-CMA e µ2-CMA
δCC [2 − µ1Tr(R)ξ(γ̄)−1]

2(δCC − 1)

1

2

[
µ2σ

2
βTr(R)

(δCC + 1)γ̄ − µ2Tr(R)ξ

]

Algumas propriedades interessantes podem ser observadas a partir desses resultados:

i) η̄o(∞) é negativo para todas as combinações consideradas na tabela. Cabe observar que

para assegurar a estabilidade do filtro µ1-LMS, µ1 é escolhido no intervalo 0 < µ1 <

2/Tr(R) [Diniz, 2008]. Analogamente para o CMA, 0 < µ1 < 2γ̄/3Tr(R)ξ [Nascimento

e Silva, 2008, Eq. (14)] e para o NLMS, 0 < µ̃1 < 2;

ii) Quando δXX ≈ 1, ζ(∞) ≈ ζ2(∞)/2 para todas as combinações mostradas na tabela.

Como ζ2(∞) < ζ1(∞) para todas as combinações, a combinação afim tem um EMSE 3 dB

menor do que o menor EMSE dos filtros componentes. Nessa situação, η̄o(∞) → −∞.
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A propriedade i) foi também observada em [Bershad et al., 2008] para a combinação de

dois algoritmos LMS considerando entrada branca gaussiana e hipóteses equivalentes à escolha

do passo µ1 para máxima velocidade de convergência. Se considerado µ1 = 1/Tr(R) para

máxima velocidade de convergência na expressão de η̄o para a combinação de dois filtros LMS

da Tabela 2.5, o valor de parâmetro de mistura ótimo obtido será

η̄o(∞) =
δLL

2(δLL − 1)
, (2.41)

que coincide com o resultado obtido em [Bershad et al., 2008].

Uma explicação para o fato de |η̄o(∞)| → ∞ quando δXX ≈ 1 pode ser obtida usando as

Equações (2.23) e (2.24) para escrever o erro da combinação como

e(n) ≈ e2(n) + η(n)κ(n)[ea,1(n) − ea,2(n)]. (2.42)

Usando as Equações (1.16) e (1.17), obtém-se

e(n) ≈ e2(n)︸ ︷︷ ︸
dη(n)

+η(n) κ(n)[w2(n) − w1(n)]Tu(n)︸ ︷︷ ︸
−uη(n)

. (2.43)

Do ponto de vista do cálculo de η(n), dη(n) representa o sinal que deve ser estimado e uη(n)

representa o sinal de entrada. Se assumirmos que wi varia lentamente em comparação com η,

a Equação (2.43) tem uma interpretação geométrica simples como mostrado na Figura 2.1. A

combinação afim busca o melhor vetor na linha w2 + η(w1 −w2). Na Figura 2.1-(a), a melhor

combinação linear de w1 e w2 é w. Quando δXX ≈ 1, os vetores de coeficientes dos filtros

ficam muito parecidos, ou seja, w1 ≈ w2 (Figura 2.1-(b)). Nesse caso, η(n) deve ser grande o

suficiente para levar o vetor de coeficientes equivalente da combinação o mais próximo possível

de w. Portanto, se δXX → 1, (w1 −w2) → 0 e |η(n)| → ∞.

 1w

2w

w

ow

(a) 

1w2
w

w

ow

(b) 

Figura 2.1: Interpretação geométrica da combinação afim.

Com as expressões da Tabela 2.4 para o caso da combinação de dois filtros RLS, fica difícil

observar as propriedades i) e ii) analiticamente pois as expressões de η̄o(∞) e ζ(∞) não podem

ser simplificadas. Entretanto, as propriedades podem ser observadas graficamente na Seção 2.8

onde são mostradas as curvas teóricas usando essas expressões.
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À medida que o valor de δXX é diminuído, o ganho de 3 dB em relação ao filtro 2 que ocorre

quando δXX ≈ 1 também diminui. O mesmo ocorre com o valor do EMSE do filtro 2. Assim,

a diminuição desse ganho não significa necessariamente que o EMSE da combinação aumenta.

Esse resultado pode ser observado através dos gráficos de EMSE dos filtros componentes e da

combinação. Considerando que para garantir a estabilidade dos filtros, µi << 2/Tr(R) para

o LMS, µ̃i << 2 para o NLMS [Diniz, 2008] e µi << 2γ̄/3Tr(R)ξ para o CMA [Nascimento

e Silva, 2008, Eq. (14)], as expressões de EMSE dos filtros componentes no caso estacionário

podem ser aproximadas por

ζ1(∞) =
K

2
(2.44)

e

ζ2(∞) =
δXXK

2
, (2.45)

sendo K uma constante que depende do algoritmo usado e de parâmetros do cenário conside-

rado. Para o LMS, por exemplo, K = µiσ
2
vTr(R). A expressão de EMSE da combinação pode

ser aproximada por

ζ(∞) =
1

2

δXXK

δXX + 1
. (2.46)

Na Figura 2.2, estão representadas as curvas de ζi(∞), i = 1,2 e ζ(∞) aproximadas pelas

expressões (2.44), (2.45) e (2.46). Como pode ser observado, a situação do ganho de 3 dB que

ocorre quando δXX ≈ 1 corresponde ao máximo EMSE da combinação. À medida que δXX é

diminuído, o ganho em relação à ζ2(∞) diminui, porém ζ2(∞) também diminui, fazendo com

que ζ(∞), em termos absolutos, diminua. Quando δXX é pequeno, o ganho da combinação é

praticamente inexistente, já que esta tem um desempenho muito próximo ao do filtro 2.

0 0.5 1
δ

XX

E
M

S
E

 (
dB

)

ζ
1
(∞)

ζ
1
(∞)−3

ζ(∞) 

ζ
1
(∞) ζ

2
(∞) 

Figura 2.2: Comparação entre ζ(∞) e ζi(∞), i = 1,2.

Apesar do ganho de EMSE proporcionado pela combinação afim quando δXX → 1, a

combinação, nesse caso, apresenta uma velocidade de convergência muito baixa. Isso ocorre

pois na adaptação de η(n), é usado o termo [y1(n)−y2(n)], que é muito pequeno caso os passos
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de adaptação (ou fatores de esquecimento) sejam muito próximos. Essa propriedade pode ser

utilizada de forma mais prática se o valor do parâmetro η(n) for considerado constante e igual

à η̄o(∞) mostrados na Tabela 2.5, para cada tipo de combinação considerado. Os valores dos

parâmetros necessários para o cálculo de η̄o(∞) são facilmente obtidos já que Tr(R) = Mσ2
u,

sendo σ2
u a potência do sinal de entrada do filtro e no caso do CMA, σ2

β, γ̄ e ξ são constantes

que dependem de estatísticas do sinal transmitido. Assim, a saída combinação passa a ser

calculada por

y(n) = η̄o(∞)y1(n) + [1 − η̄o(∞)]y2(n). (2.47)

Como η̄o(∞) é uma constante, a combinação terá convergido assim que o filtro mais lento

convergir. Como é necessário fazer δXX ≈ 1 para que o ganho de EMSE ocorra, as velocidades

de convergência dos filtros componentes serão muito próximas e a velocidade de convergência

da combinação será praticamente igual à dos filtros componentes. Assim, usando a combinação

de filtros componentes com passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) próximos e

o parâmetro de mistura fixo, é possível obter um determinado nível de EMSE com uma

velocidade de convergência um pouco maior que a oferecida por um filtro único, às custas da

duplicação da complexidade computacional.

2.6.1 Possibilidade de ganho maior que 3 dB

Uma idéia para aumentar o ganho de EMSE que a combinação afim oferece, é combinar

as saídas de duas combinações afim usando filtros componentes com passos de adaptação (ou

fatores de esquecimento) próximos, como mostrado na Figura 2.3.

 
 
 
 
  

Comb. Afim 1 (A1) 

Comb. Afim 2  (A2) 

)1( −now

2Ay (n) 

1Ay (n) 
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(n)�  
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1Ay (n) 

2Ay (n) 

(b) 

Figura 2.3: Esquema da combinação afim de duas combinações afim. (a) Caso supervisionado.
(b) Caso autodidata.

Conforme o resultado obtido em (2.40), a combinação afim A1, composta pelos filtros 1 e

2, tem seu EMSE dado por

ζA1(∞) ≈ ζ2(∞) − ∆ζ2
2 (∞)

∆ζ1(∞) + ∆ζ2(∞)
. (2.48)
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Esse resultado pode ser estendido para o EMSE da combinação A2, composta pelos filtros 3 e

4, obtendo

ζA2(∞) ≈ ζ4(∞) − ∆ζ2
4 (∞)

∆ζ3(∞) + ∆ζ4(∞)
, (2.49)

sendo ∆ζ3(∞) , ζ3(∞) − ζ34(∞) e ∆ζ4(∞) , ζ4(∞) − ζ34(∞). O cálculo de ζ3(∞), ζ4(∞) e

ζ34(∞) pode ser feito estendendo os resultados obtidos para ζ1(∞), ζ2(∞) e ζ12(∞), mostrados

nas Tabelas 2.2 e 2.3. O EMSE ótimo da combinação de A1 e A2 é dado por

ζ(∞) ≈ ζA2(∞) − ∆ζ2
A2

(∞)

∆ζA1(∞) + ∆ζA2(∞)
, (2.50)

sendo ∆ζA1(∞) , ζA1(∞) − ζA1A2(∞) e ∆ζA2(∞) , ζA2(∞) − ζA1A2(∞). O cálculo de (2.50)

requer uma expressão para o EMSE cruzado ζA1A2(∞), definido por

ζA1A2(∞) = lim
n→∞

E {ea,A1(n)ea,A2(n)} . (2.51)

Essa expressão pode ser obtida estendendo o resultado de (2.22) para as combinações A1 e

A2, ou seja,

ea,A1(n) ≈ ηA1(n)ea,1(n) + [1 − ηA1(n)]ea,2(n) (2.52)

e

ea,A2(n) ≈ ηA2(n)ea,3(n) + [1 − ηA2(n)]ea,4(n). (2.53)

Substituindo (2.52) e (2.53) em (2.51), obtém-se

ζA1A2(∞) ≈ lim
n→∞

E
{

ηA1(n)ηA2(n)ea,1(n)ea,3(n) + ηA1(n)[1 − ηA2(n)]ea,1(n)ea,4(n)

+ [1 − ηA1(n)]ηA2(n)ea,2(n)ea,3(n)

+ [1 − ηA1(n)][1 − ηA2(n)]ea,2(n)ea,4(n)
}

. (2.54)

Calculando a esperança e o limite e considerando que as combinações são adaptadas com o

parâmetro de mistura ótimo, chega-se a

ζA1A2(∞) ≈ η̄o,A1(∞)η̄o,A2(∞)ζ13(∞) + η̄o,A1(∞)[1 − η̄o,A2(∞)]ζ14(∞)

+ [1 − η̄o,A1(∞)]η̄o,A2(∞)ζ23(∞)

+ [1 − η̄o,A1(∞)][1 − η̄o,A2(∞)]ζ24(∞), (2.55)

sendo os termos ζ13(∞), ζ14(∞), ζ23(∞) e ζ24(∞) calculados através da extensão dos resultados

da Tabela 2.3. Os valores dos parâmetros de mistura ótimos podem ser obtidos usando o

resultado de (2.35), ou seja,

η̄o,A1(∞) ≈ ∆ζ2(∞)

∆ζ1(∞) + ∆ζ2(∞)
(2.56)
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e

η̄o,A2(∞) ≈ ∆ζ4(∞)

∆ζ3(∞) + ∆ζ4(∞)
. (2.57)

O EMSE da combinação é obtido usando (2.56) e (2.57) para calcular (2.55) e usando esse

resultado em (2.50). Em seguida, deve-se substituir as expressões de ζi(∞) e ζij(∞), i,j =

1,2,3,4 referentes ao algoritmo utilizado. Foi verificado, usando um programa de computação

simbólica, que quando são considerados filtros de mesma família, com passos de adaptação (ou

fatores de esquecimento) próximos, o EMSE ζA1,A2(∞) é 3/8 menor que o EMSE dos filtros

componentes, o que representa um ganho de 4,26 dB. Esse resultado indica que se esse esquema

for estendido para mais filtros (8, 16, etc.), o ganho de EMSE obtido terá um limite, deixando

de aumentar significativamente a partir de um determinado número de filtros componentes

combinados. Entretanto, a complexidade da forma apresentada para o cálculo do EMSE final

torna-se maior à medida que é aumentado o número de combinações. Assim, é necessário um

estudo de uma forma mais simplificada de obter esses resultados.

2.7 Resultados em ambiente não-estacionário

Num ambiente não-estacionário, substituindo as expressões das Tabelas 2.2 e 2.3 nas Equa-

ções (2.34) e (2.39), pode-se notar que a maior redução do EMSE da combinação afim em rela-

ção ao EMSE dos filtros componentes também ocorre quando ζ1(∞) = ζ2(∞). Essa condição

pode ocorrer em duas situações:

i) quando os filtros componentes tiverem passos de adaptação (ou fatores de esquecimento)

distintos e Tr(Q) = q12, sendo q12 um escalar, dado pelas expressões mostradas na

Tabela 2.6, para cada tipo de combinação considerado, ou

ii) quando os filtros componentes tiverem passos de adaptação (ou fatores de esquecimento)

muito próximos, ou seja, quando δXX ≈ 1.

Na Tabela 2.6, são mostradas expressões analíticas para q12 e ζ(∞) da combinação nas duas

situações descritas. É possível notar que a redução do EMSE da combinação em relação ao

EMSE dos filtros componentes é limitada em 3 dB em ambas as situações. Na situação i), a

máxima redução ocorre quando δXX → 0, ou seja, quando o passo de adaptação do filtro 1 é

muito maior que o do filtro 2 no caso do LMS, CMA ou NLMS ou quando 1−λ1 é muito maior

que 1 − λ2 no caso do RLS. Já na situação ii), a máxima redução de EMSE ocorre quando o

ambiente tende a ser estacionário, ou seja, quando Q ≈ 0.

Novamente, com as expressões da Tabela 2.4 para o caso da combinação de dois filtros

RLS fica difícil observar esses resultados analiticamente. Entretanto, na Seção 2.8, esses

resultados podem ser observados graficamente já que as curvas teóricas foram obtidas com

essas expressões. Para o caso da combinação de um LMS com um RLS, é possível observar

que há também um limite de redução de 3 dB do EMSE da combinação em relação ao EMSE
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Tabela 2.6: Expressões analíticas para q12 e ζ(∞) para as situações (i) e (ii) no caso não-
estacionário.

Combinação (i) (ii)
q12 ζ(∞) ζ(∞)

µ1-LMS e µ2-LMS µ1µ2σ
2
vTr(R)

ζ2(∞)

2
+

2δLLζ2(∞)

(1 + δLL)2

ζ2(∞)

2
+

σ2
vTr(R)Tr(Q)

2ζ2(∞)

µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS µ̃1µ̃2σ
2
vαu

ζ2(∞)

2
+

2δNNζ2(∞)

(1 + δNN)2

ζ2(∞)

2
+

σ2
v [Tr(R)]2Tr(Q)αu

2ζ2(∞)

λ1-RLS e λ2-RLS λ̃1λ̃2σ
2
vM

ζ2(∞)

2
+

2δRRζ2(∞)

(1 + δRR)2

ζ2(∞)

2
+

Mσ2
vTr(QR)

2ζ2(∞)

µ1-CMA e µ2-CMA µ1µ2σ
2
βTr(R)

ζ2(∞)

2
+

2δCCζ2(∞)

(1 + δCC)2

ζ2(∞)

2
+

σ2
βTr(R)Tr(Q)

2γ̄ζ2(∞)

dos filtros componentes mas as condições em que esta redução ocorre são diferentes devido à

distinção entre os algoritmos componentes da combinação. Esse resultado também é mostrado

graficamente na Seção 2.8.

O comportamento da combinação no caso não-estacionário também pode ser estudado

através das curvas de NSD. Na Figura 2.4-(a), são mostradas as curvas de NSD dos filtros

componentes, da combinação afim (NSDa(∞)) e da combinação convexa (NSDc(∞)) para

uma combinação de dois algoritmos CMA com passos de adaptação distintos (situação i). Na

Figura 2.4-(b), são mostrados os valores de η̄o(∞) para a combinação afim e para a combinação

convexa. O formato das curvas é semelhante para os outros tipos de combinação de algoritmos

de mesma família. Conforme a análise feita através das expressões, a maior redução de EMSE

ocorre quando Tr(Q) = q12 que faz com que ζ1(∞) = ζ2(∞) e conseqüentemente NSD1(∞) =

NSD2(∞). Entretanto, conforme pode ser visto Figura 2.4-(a), apesar da máxima redução

de EMSE, essa situação não é a mais favorável já que o NSD e conseqüentemente o EMSE

da combinação não é mínimo. O EMSE mínimo da combinação ocorre quando Tr(Q) = q1

ou Tr(Q) = q2, representados na Figura 2.4-(a), o que faz com que respectivamente o filtro 1

ou o filtro 2 esteja ajustado com passo de adaptação (ou fator de esquecimento) ótimo e

tenha desempenho ótimo. Nesse caso, a combinação tem EMSE mínimo, igual ao do filtro

componente com desempenho ótimo. É possível observar ainda que nessa situação de passos de

adaptação (ou fatores de esquecimento) distintos, o comportamento das combinações convexa e

afim é muito parecido pois o valor de η̄o(∞) se encontra no intervalo [0, 1] para q2 < Tr(Q) < q1.

Entretanto, quando Tr(Q) > q1 ou Tr(Q) < q2, η̄o(∞) > 1 ou η̄o(∞) < 0, respectivamente.

Isso faz com que o desempenho da combinação afim seja um pouco superior ao da combinação

convexa. No entanto, quanto mais distintos forem os passos de adaptação (ou fatores de

esquecimento), menor a diferença entre as duas combinações.
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Figura 2.4: Curvas de NSD para as combinações afim (NSDa) e convexa (NSDc) de dois
algoritmos CMA com passos de adaptação distintos. M = 4, µ1 = 1 × 10−4, µ2 = δCCµ1 e
δCC = 0,1. Sinal de entrada com constelação [−3,−1, 1, 3], γ̄ = 6,8, ξ = 190,24, σ2

β = 28,8.

No caso de passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) próximos (situação ii), há uma

diferença maior entre o desempenho da combinação afim e o da combinação convexa conforme

pode ser visto na Figura 2.5. Nesse caso, a combinação convexa tem um desempenho igual

ao dos filtros componentes enquanto a combinação afim apresenta um ganho de até 3 dB

em relação aos filtros componentes quando Tr(Q) ≈ 0, conforme previsto pelas expressões

analíticas. Há também um ganho da combinação afim quando Tr(Q) é grande. Porém, na

prática, os modelos de EMSE não funcionam nesse caso e o ganho é apenas uma conclusão

teórica. É possível observar na Figura 2.5-(b), que o valor de η̄o(∞) da combinação afim

chega a valores bem maiores que 1 e bem menores que 0, o que causa a grande diferença no

desempenho das duas combinações.

2.8 Resultados de Simulação

Para verificar o comportamento da combinação afim e a validade da análise no caso super-

visionado, foi considerada uma aplicação de identificação de sistemas e duas soluções ótimas

formadas por M = 7 coeficientes aleatórios dados por

wT

o,1(0) = [ 0,90 −0,54 0,21 −0,03 0,78 0,52 −0,09 ]

e

wT

o,2(0) = [ 0,25 −0,47 −0,38 0,05 −0,18 0,79 0,15 ].

Nas simulações, quando utilizado sinal de entrada colorido, este foi gerado através de um filtro

autoregressivo (AR) de primeira ordem com função de transferência
√

(1 − a2)/(1 − az−1),
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Figura 2.5: Curvas de NSD para as combinações afim (NSDa) e convexa (NSDc) de dois
algoritmos CMA com passos de adaptação próximos. M = 4, µ1 = 1 × 10−4, µ2 = δCCµ1 e
δCC = 0,9. Sinal de entrada com constelação [−3,−1, 1, 3], γ̄ = 6,8, ξ = 190,24, σ2

β = 28,8.

com a = 0,8. Tanto para sinal de entrada colorido como para sinal de entrada branco, foi

considerada variância 1/M , o que leva a Tr(R) = 1. Para formar o sinal desejado, é somado

um sinal de ruído v(n), com variância σ2
v = 0,01. Em todas as figuras do caso supervisionado,

os valores teóricos do LMS e do NLMS foram calculados usando as expressões de ζi(∞) e

ζ12(∞) mostradas nas Tabelas 2.2 e 2.3 e para o RLS, foram usadas as expressões mostradas

na Tabela 2.4.

Na Figura 2.6, são mostrados resultados para as combinações de algoritmos µ1-LMS com

µ2-LMS, µ̃1-NLMS com µ̃2-NLMS e λ1-RLS com λ2-RLS para o caso estacionário com a

solução ótima dada por wo,1(0) e entrada colorida. As linhas cheias representam os valores

teóricos. Para cada ponto, foi feita uma média de 50 realizações. Pode-se observar que nos

três casos, quanto mais próximo de 1 for o valor de δXX , mais próximo de 0,5 é a razão

ζ(∞)/min{ζi(∞)}, i = 1,2, o que representa um ganho de 3 dB no EMSE da combinação em

relação ao menor EMSE dos filtros componentes. A estimativa feita através da análise não

é tão boa para o caso do NLMS porque as expressões de ζi(∞) e ζ12(∞) para esse caso não

são tão precisas quando é utilizado um número de coeficientes pequeno no filtro. Entretanto,

quando é utilizado um maior número de coeficientes, a estimativa prevista pela análise tem

uma concordância melhor com o resultado experimental conforme pode ser visto na Figura 2.7.

Nessa figura, foi utilizada a combinação de µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS com M = 30 coeficientes e

solução ótima wo formada por 30 coeficientes aleatórios com média nula e variância unitária.

São mostrados também os resultados da Figura 2.6 para efeito de comparação. Pode-se notar

que para um maior número de coeficientes, as hipóteses assumidas para obtenção de ζi(∞) e

ζ12(∞) são mais realistas e o resultado experimental coincide melhor com o resultado teórico.
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Figura 2.6: Combinação afim no caso supervisionado estacionário. Valores teóricos (linha
cheia) e experimentais (©) de ζ(∞)/min{ζi(∞)}, i = 1,2 para 50 realizações com M = 7,
σ2

v = 0,01 e diversos valores de δXX . Entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) de
potência 1/M e solução ótima wo,1(0). (a) µ1-LMS com µ2-LMS, µ1 = 0,1, µ2 = δLLµ1,
µη = 1. (b) µ̃1-NLMS com µ̃2-NLMS, µ̃1 = 0,1, µ̃2 = δNN µ̃1, ǫN = 1 × 10−5 e µη = 0,1 para
δNN = 0,1, δNN = 0,3 e δNN = 0,5; µη = 0,5 para δNN = 0,7 e µη = 3 para δNN = 0,9.
(c) λ1-RLS com λ2-RLS, λ1 = 0,9, λ2 = 1 − δRR(1 − λ1), ǫR = 1 × 10−3 e µη = 1.
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Figura 2.7: Combinação afim de µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS com µ̃1 = 0,1 e µ̃2 = δNN µ̃1, ǫN =
1 × 10−5 no caso supervisionado estacionário. Valores teóricos (linha cheia) e experimentais
(©) de ζ(∞)/min{ζi(∞)}, i = 1,2 para 50 realizações com σ2

v = 0,01 e diversos valores de
δNN . Entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) de potência 1/M e solução ótima wo,1(0).
Em azul, M = 30, µη = 6 e solução ótima formada por 30 coeficientes aleatórios de média 0 e
variância 1. Em cinza, resultados obtidos na Figura 2.6.

Nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10, são mostrados o EMSE e o valor de E{η(n)} ao longo das

iterações no caso estacionário para as combinações usando dois algoritmos LMS, NLMS e

RLS respectivamente. As linhas cheias representam os resultados experimentais e as linhas

tracejadas representam os resultados teóricos. Nos três casos, foi considerado δXX = 0,1 e

foi feita uma média de 500 realizações. Inicialmente foi considerada a solução ótima wo,1(0)

com sinal de entrada branco e no meio da simulação alterou-se para wo,2(0) e sinal de entrada

colorido mantendo Tr(R) = 1. Pode-se verificar que a análise faz uma boa estimativa dos

valores de EMSE e E{η(n)} em regime. Com relação à universalidade da combinação, pode-

se notar que esta depende do ajuste do passo de adaptação µη. Nas Figuras 2.8 e 2.9, o
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passo foi ajustado para a situação de entrada colorida, fazendo com que o comportamento

da combinação fique próximo ao universal nessa condição e inferior ao universal na situação

de entrada branca. Na Figura 2.10, o passo foi ajustado para a situação de entrada branca,

fazendo com que o comportamento da combinação fique próximo ao universal nessa situação

e inferior ao universal quando considerada entrada colorida.
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Figura 2.8: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ1 = 0,1, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e solução ótima wo,1(0) até n = 2,5× 104 e
entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução ótima wo,2(0) a partir de n = 2,5×104.
Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη = 1. Valores teóricos
tracejados.

O comportamento das combinações de dois filtros LMS, dois filtros NLMS e dois filtros

RLS quando δXX = 0,9 no caso estacionário é mostrado respectivamente nas Figuras 2.11, 2.12

e 2.13. Nos três casos, foi feita uma média de 500 realizações com a solução ótima dada por

wo,1(0) com entrada colorida e utilizou-se um filtro de média móvel com 32 coeficientes. Pode-

se notar que nos três casos ocorre um ganho de aproximadamente 3 dB e o valor de η̄o(∞) é

negativo. Há uma boa concordância entre a análise e a simulação no caso das curvas de EMSE

para a combinação com dois algoritmos LMS ou RLS. No caso do NLMS, a diferença entre

análise e a simulação é um pouco maior devido à imprecisão que ocorre no modelo quando se

utiliza um pequeno número de coeficientes nos filtros. O valor da análise para η̄o(∞) é menor

do que o obtido na simulação nos três casos. Isso ocorre principalmente porque uma pequena

variação no valor de δXX , quando δXX ≈ 1 nas expressões analíticas de η̄o(∞) causam uma

grande variação no valor da estimativa de η̄o(∞). Pode-se notar ainda que apesar do ganho

em relação aos filtros componentes, a velocidade de convergência da combinação é lenta já que

a adaptação de η(n) depende de [y1(n) − y2(n)] (Equação (2.2)) que, nesse caso, é um valor

muito pequeno já que os filtros têm passos (ou fatores de esquecimento) muito próximos.
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Figura 2.9: Combinação afim de µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ̃1 = 0,5, µ̃2 = δNN µ̃1, δNN = 0,1 e ǫN = 1×10−5. Entrada branca e solução ótima wo,1(0) até
n = 5000 e entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução ótima wo,2(0) a partir
de n = 5000. Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη = 0,5.
Valores teóricos tracejados.
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Figura 2.10: Combinação afim de λ1-RLS e λ2-RLS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

λ1=0,9, λ2 = 1 − δRR(1 − λ1), δRR = 0,1 e ǫR = 1 × 10−3. Entrada branca e solução ótima
wo,1(0) até n = 1500 e entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução ótima wo,2(0)
a partir de n = 1500. Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com
µη=1. Valores teóricos tracejados.



2.8 Resultados de Simulação 36

0 2 4 6 8 10

x 10
5

−38

−36

−34

−32

−30

iterações

E
M

S
E

 (
dB

)

(a)
µ

1
−LMS

µ
2
−LMS

Combinação

0 2 4 6 8 10

x 10
5

−10

−8

−6

−4

−2

0

iterações
E

{η
(n

)}

(b)

Figura 2.11: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ1 = 0,1, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,9. Entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução
ótima wo,1(0). Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη = 1.
Valores teóricos tracejados.
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Figura 2.12: Combinação afim de µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v =

0,01, µ̃1 = 0,5, µ̃2 = δNN µ̃1, δNN = 0,9 e ǫN = 1 × 10−5. Entrada colorida (modelo AR com
pólo em 0,8) e solução ótima wo,1(0). Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500
realizações com µη = 0,5. Valores teóricos tracejados.
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Figura 2.13: Combinação afim de λ1-RLS e λ2-RLS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

λ1=0,9, λ2 = 1 − δRR(1 − λ1), δRR = 0,9 e ǫR = 1 × 10−3. Entrada colorida (modelo AR
com pólo em 0,8) e solução ótima wo,1(0). Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500
realizações com µη=1. Valores teóricos tracejados.

No caso autodidata, foram feitas simulações com a combinação afim de dois algoritmos

CMA utilizando o algoritmo (2.6). Na combinação, foram usados dois equalizadores com

M = 4 coeficientes cada, usando sobreamostragem de fator S = 2 [Treichler et al., 1996].

Os equalizadores foram inicializados com apenas um elemento não-nulo e unitário na segunda

posição e o sinal de entrada considerado foi do tipo 4-PAM (pulse amplitude modulation). Nas

simulações foram utilizados dois canais com coeficientes [Arenas-García e Figueiras-Vidal,

2006, Yousef e Sayed, 1999]

hT
1 = [ 0,1 0,3 1,0 −0,1 0,5 0,2 ]

e

hT
2 = [ 0,25 0,64 0,80 −0,55 ].

Na Figura 2.14, são mostrados o EMSE e o valor de E{η(n)} ao longo das iterações no

caso estacionário para a combinação de dois algoritmos CMA com µ1 = 1× 103, µ2 = δCCµ1 e

δCC = 0,1. Foi feita uma média de 500 realizações e a curva de EMSE foi filtrada por um filtro

de média móvel com 128 coeficientes para melhor visualização. Inicialmente foi usado o canal

h1 e no meio da simulação, alterou-se para o canal h2. Pode-se observar que a análise faz uma

boa estimativa do valor de E{η(n)} em regime. No caso do EMSE, existe uma diferença entre

os valores teóricos e experimentais. Entretanto a análise é capaz de predizer o comportamento

dos algoritmos razoavelmente bem, considerando que uma pequena diferença em dB é comum

em modelos para algoritmos autodidatas devido às hipóteses que devem ser assumidas para

possibilitar a análise.
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Figura 2.14: Combinação afim de µ1-CMA e µ2-CMA no caso estacionário. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, µ1 = 1× 10−3, µ2 = δCCµ1 e δCC = 0,1.
Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitário na segunda
posição. Canal h1 até n = 6×104 e canal h2 a partir de n = 6×104. Média de 500 realizações
com µη = 0,075. Valores teóricos tracejados.

Na Figura 2.15, são mostrados o EMSE e o valor de E{η(n)} ao longo das iterações para o

caso em que os passos de adaptação dos filtros componentes estão próximos (δCC = 0,9). Nesse

caso, utilizou-se o canal h1 e foram feitas 500 realizações. Além disso, as curvas de EMSE

foram filtradas por um filtro de média-móvel com 128 coeficientes. Pode-se notar que o EMSE

da combinação é cerca de 3 dB menor que o EMSE dos filtros componentes, conforme previsto

pela análise. Como no caso supervisionado, a velocidade de convergência da combinação é

muito lenta já que a adaptação de η(n) depende de [y1(n) − y2(n)] (Equação (2.6)).
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Figura 2.15: Combinação afim de µ1-CMA e µ2-CMA no caso estacionário. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, µ1 = 1× 10−3, µ2 = δCCµ1 e δCC = 0,9.
Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitário na segunda
posição e canal h1. Média de 500 realizações com µη = 0,1. Valores teóricos tracejados.
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Na Figura 2.16, são mostrados os resultados obtidos quando o parâmetro η(n) é conside-

rado constante e igual a η̄o(∞) mostrados na Tabela 2.5, com δXX = 0,999. Para facilitar

a visualização, utilizou-se um filtro de média móvel de 128 coeficientes. Pode-se notar que a

combinação permite obter um ganho de aproximadamente 3 dB em relação aos filtros compo-

nentes.
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Figura 2.16: Resultados da combinação afim de dois algoritmos com δXX = 0,999 e parâmetro
η(n) constante e igual a η̄o(∞). Média de 500 realizações. No caso supervisionado, solução
ótima dada por wo,1(0), entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) com potência 1/M
e σ2

v = 0,01; No caso autodidata, canal h1 e sinal de entrada 4-PAM. (a) µ1-LMS e µ2-LMS
com µ1 = 0,05. (b) µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS com µ̃1 = 0,5 e ǫN = 1×10−5. (c) λ1-RLS e λ2-RLS
com λ1 = 0,9 e ǫR = 1 × 10−3. (d) µ1-CMA e µ2-CMA com µ1 = 1 × 10−3.

Com relação à velocidade de convergência, apesar do aparente atraso na convergência da

combinação em relação à convergência dos filtros componentes, pode-se mostrar que tanto a

combinação quanto os filtros componentes convergem com a mesma velocidade. Para o LMS,

por exemplo, o valor esperado do vetor de erro dos coeficientes transformado de um filtro i
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pode ser escrito na forma [Sayed, 2003]

E {VTw̃i(n)} ≈ [I − µiΛ]n E {VTw̃i(0)} , (2.58)

com as matrizes Λ e V obtidas a partir da decomposição da matriz de autocorrelação do sinal

de entrada em autovalores e autovetores, ou seja, R = VΛVT , com Λ diagonal e V unitária.

Assim, para cada coeficiente ck,i(n) de E {VTw̃i(n)} pode-se escrever

ck,i(n) ≈ [1 − µiϑk]
n ck,i(0), (2.59)

em que ϑk representa o autovalor de R referente a ck,i(n). A velocidade de convergência

do filtro será determinada pelo coeficiente ck,i(n) com convergência mais lenta, ou seja, por

ck,i(n) referente à ϑk mínimo. Na Figura 2.17, é mostrado o valor de ck,1(n) mais lento ao

longo das iterações para a situação considerada na Figura 2.16-(a). Como pode ser observado,

o coeficiente ck,i(n) com convergência mais lenta só converge totalmente por volta do instante

n = 4 × 104, o que justifica a convergência da combinação nesse mesmo instante, conforme

pode ser visto na Figura 2.16-(a). Entretanto, vale notar que a influência do coeficiente ck,i(n)

com convergência mais lenta não é significativa na convergência dos filtros componentes e

passa a ser significativa na convergência da combinação.
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Figura 2.17: Coeficiente ck,1(n) do vetor E {VTw̃1(n)} com menor velocidade de convergência
na combinação de dois algoritmos LMS mostrada na Figura 2.16-(a).

Para verificar a possibilidade do ganho de EMSE maior que 3 dB no caso estacionário,

foi considerada a combinação de duas combinações de equalizadores adaptados com o CMA.

Para obter o ganho, os filtros componentes são adaptados com passos de adaptação próximos.

Os resultados são mostrados na Figura 2.18, sendo os gráficos de EMSE dos filtros µ2-CMA e

µ3-CMA omitidos para facilitar a visualização. É possível verificar que as combinações com-

ponentes obtêm um ganho de cerca de 3 dB em relação aos filtros componentes e a combinação

global apresenta um ganho adicional, obtendo cerca de 4 dB em relação aos filtros compo-
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nentes. Os resultados são coerentes com a análise, considerando a pequena diferença em dB,

decorrente das hipóteses assumidas para a análise do CMA. A velocidade de convergência

do parâmetro de mistura global é menor que a dos parâmetros de mistura das combinações

componentes, o que motiva a utilização dos parâmetros de mistura fixos, com seus valores

iguais aos valores analíticos ótimos em regime, como feito na Figura 2.16. Entretanto, no

caso da combinação global, o valor analítico ótimo não é suficientemente preciso para que

ocorra o ganho em relação ao EMSE das combinações componentes, sendo necessário fazer

sua adaptação. Um comportamento interessante pode ser notado no início da convergência

da combinação, onde esta é capaz de obter um nível de EMSE menor que o nível obtido em

regime durante algumas iterações.
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Figura 2.18: Combinação afim das combinações A1 (µ1-CMA e µ2-CMA) e A2 (µ1-CMA e
µ2-CMA) no caso estacionário. Sinal de entrada 4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de
fator S = 2, µ1 = 1 × 10−3, µ2 = δCC,1µ1 e δCC,1 = 0,95, µ3 = 0,9405 × 10−3, µ4 = δCC,2µ3 e
δCC,2 = 0,95. Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitário
na segunda posição e canal h1. Média de 500 realizações com µη,A1 = µη,A2 = µη = 0,1. Valores
teóricos tracejados.

Para verificar o comportamento das combinações e a validade da análise no caso não-

estacionário, foram feitas simulações em diversos ambientes. Definindo δRL , µ2/(1 − λ1)

para a combinação λ1-RLS com µ2-LMS, na Figura 2.19, são mostrados os resultados de

ζ(∞)/min{ζi(∞)}, i = 1,2 de combinações afim de dois filtros LMS, dois filtros NLMS, dois

filtros RLS e um filtro RLS com um LMS para diversos valores de δXY e diversos valores de σ2
q .

Os resultados experimentais para as combinações de dois filtros da mesma família coincidem

com os resultados mostrados na Tabela 2.6, onde a maior redução de EMSE da combinação

em relação ao EMSE dos filtros componentes ocorre quando Tr(Q) = q12 ou quando δXX ≈ 1.

Também de acordo com a análise, quanto maior o valor de σ2
q e conseqüentemente Tr(Q),

menor o ganho da combinação em relação aos filtros componentes. Pode-se notar que existe um
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ponto em que ζ(∞) = min{ζi(∞)}, i = 1,2. Nesse ponto, a combinação tem um desempenho

igual ao desempenho do filtro componente com menor EMSE, que é adaptado com passo (ou

fator de esquecimento) ótimo para o determinado valor de σ2
q , R e σ2

v . Apesar da combinação

afim conseguir obter um ganho de EMSE em relação aos filtros componentes, o EMSE mínimo

que pode ser obtido é limitado pelo EMSE obtido com um filtro adaptado com passo (ou fator

de esquecimento) ótimo.
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Figura 2.19: Combinação afim no caso supervisionado não-estacionário. Valores teóricos (linha
cheia) e experimentais (©, �, ▽) de ζ(∞)/min{ζi(∞)}, i = 1,2 para 50 realizações com M = 7,
σ2

v = 0,01 e diversos valores de δXY e diversos valores de σ2
q . Entrada colorida (modelo AR

com pólo em 0,8) de potência 1/M e solução ótima w1(0). (a) µ1-LMS com µ2-LMS, µ1 = 0,1,
µ2 = δLLµ1, µη = 1. (b) µ̃1-NLMS com µ̃2-NLMS, µ̃1 = 0,1, µ̃2 = δNN µ̃1, ǫN = 1 × 10−5 e
µη = 1. (c) λ1-RLS com λ2-RLS, λ1 = 0,9, λ2 = 1 − δRR(1 − λ1), ǫR = 1 × 10−3 e µη = 1.
(d) λ1-RLS com µ2-LMS, λ1 = 0,9, µ2 = δRL(1 − λ1), ǫR = 1 × 10−3 e µη = 0,5.

No caso da combinação de um filtro RLS com um LMS, fica difícil simplificar a expressão

de EMSE para caracterizar o comportamento da combinação. Nesse contexto, as curvas

teóricas do NSD mostradas na Figura 2.20 possibilitam uma outra forma de interpretação da
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combinação. Pode-se notar que não existe uma simetria entre as curvas NSD1 e NSD2 como

ocorre com a combinação de dois filtros de mesma família. Isso ocorre pois não existe um

valor único de EMSE ótimo e o NSD deve ser calculado como

NSDi(∞) =
ζi(∞)

min{ζo,LMS(∞),ζo,RLS(∞)} , (2.60)

sendo ζo,LMS e ζo,RLS os valores ótimos em regime do EMSE obtidos com os algoritmos LMS e

RLS, respectivamente. Com isso, a redução de EMSE obtida quando o EMSE do filtro 1 é igual

ao EMSE do filtro 2 depende também da diferença entre ζo,RLS(∞) e ζo,LMS(∞). Nos resultados

mostrados na Figura 2.19-(d), a maior redução de EMSE obtida foi de aproximadamente 3 dB

e para as três situações consideradas, ocorreu quando ζ1(∞) ≈ ζ2(∞).

10
−10

10
−5

−5

0

5

10

15

20

25

30

N
S

D
 (

dB
)

Tr( Q)

(a)

NSD
1
(∞)

NSD
2
(∞)

NSD
12

(∞)

NSD(∞)

10
−10

10
−5

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(b)

Tr( Q)

E
{η

(∞
)}

Figura 2.20: Curvas teóricas de NSD da combinação afim de λ1-RLS e µ2-LMS. M = 7,
σ2

v = 0,01, λ1 = 0,99, µ2 = 1 × 10−3 e Q ∝ R−1. Entrada colorida (modelo AR com pólo em
0,8).

Para o caso não-estacionário e autodidata, foram feitas simulações da combinação de dois

algoritmos CMA para diversos valores de Tr(Q) usando o canal h1. Na Figura 2.21, são

mostrados os resultados do NSD(∞) para os filtros componentes (NSD1(∞) e NSD2(∞)), o

cruzado (NSD12(∞)) e para a combinação afim (NSDa(∞)). Além disso, para efeito de com-

paração, são também mostrados os resultados obtidos com a combinação convexa (NSDc(∞))

de [Arenas-García e Figueiras-Vidal, 2006]. Nesse caso, devido às diferenças entre os valores

de EMSE teóricos e experimentais que ocorrem para o caso autodidata, os valores de ζo usa-

dos para o cálculo do NSD foram obtidos experimentalmente. Nessa figura, µ1 = 1 × 10−4,

µ2 = δCCµ1 e δCC = 0,1. Como δCC = 0,1, a redução de EMSE que ocorre na combinação afim

no intervalo [q2, q1] é quase imperceptível para o nível de detalhe da figura. O desempenho

das duas combinações é muito semelhante, apesar da restrição imposta a η(n) na combinação

convexa. Pode-se notar que o máximo ganho de EMSE da combinação em relação aos fil-
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tros componentes é de aproximadamente 1,8 dB e ocorre para ambas as combinações quando

Tr(Q) ≈ µ1µ2σ
2
βTr(R) ≈ 4 × 10−7, que faz com que ζ1(∞) ≈ ζ2(∞).
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Figura 2.21: Combinações afim e convexa no caso autodidata não-estacionário. Sinal de
entrada 4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, µ1 = 1 × 10−4, µ2 = δCCµ1,
δCC = 0,1. Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitário
na segunda posição. Canal h1. Valores teóricos (linhas) e experimentais (×) do NSD dos
filtros componentes, da combinação afim (NSDa, µη = 0,0075) e da combinação convexa
(NSDc, µα = 0,075, α+ = 4). Média de 50 realizações.

2.9 Conclusões

Neste capítulo, a combinação afim de dois algoritmos LMS de Bershad et al. [2008] foi

estendida para os algoritmos NLMS, RLS e CMA. Foi feita uma análise do parâmetro de

mistura ótimo e do EMSE da combinação em regime obtendo-se expressões que dependem

do EMSE dos filtros componentes em regime e do EMSE cruzado. Os resultados obtidos

são semelhantes aos resultados existentes para a combinação convexa em Arenas-García et al.

[2006a], exceto pela limitação do parâmetro de mistura ótimo ao intervalo [0, 1] da combinação

convexa. Usando resultados existentes na literatura para as expressões de EMSE dos filtros

componentes e do EMSE cruzado, verificaram-se algumas propriedades da combinação afim.

No caso estacionário, o valor do parâmetro de mistura ótimo em regime é sempre negativo e

a combinação ótima tem EMSE em regime sempre inferior ao menor EMSE em regime dos fil-

tros componentes. Na prática, é possível verificar que a combinação afim tem comportamento

próximo ao universal. Um resultado interessante é obtido quando são usados filtros compo-

nentes com passos de adaptação ou fatores de esquecimento muito próximos. Nesse caso, o

valor do parâmetro de mistura ótimo em regime é um número negativo com módulo muito

grande. Isso faz com que a combinação ótima seja capaz de obter um EMSE em regime igual
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à metade do menor EMSE dentre os filtros componentes, ou seja, há um ganho de EMSE. A

implementação prática dessa situação não é muito eficiente já que a adaptação do parâmetro

de mistura envolve o termo [y1(n) − y2(n)], o que faz com que a velocidade de convergência

da combinação seja extremamente lenta já que as saídas dos filtros componentes são muito

próximas. Uma alternativa para contornar esse problema é fixar o valor do parâmetro de

mistura como sendo o valor do parâmetro de mistura ótimo em regime obtido analiticamente.

Assim, a combinação consegue prover o ganho estimado pela análise com a mesma velocidade

de convergência dos filtros componentes.

O ganho de EMSE pode ser aumentado, combinando as saídas de combinações de filtros

componentes adaptados com passos (ou fatores de esquecimento) próximos. De acordo com a

análise feita para o caso da combinação global de duas combinações componentes, é possível

obter um ganho de EMSE de 4,26 dB em relação ao EMSE dos filtros componentes. Nesse

caso, a velocidade de convergência do parâmetro de mistura global torna-se ainda mais lenta e

a utilização do valor teórico como parâmetro de mistura fixo faz com que o ganho não ocorra,

já que o valor teórico não é suficientemente preciso. Esse resultado indica que se considerado

um esquema de combinação de combinações em formato de árvore, o ganho de EMSE obtido

será aumentado a cada nível mas terá um limite. O cálculo desse limite e do número de filtros

necessários para atingi-lo necessita do estudo de uma forma mais simples de análise, já que a

análise apresentada aumenta muito em complexidade nesse caso.

No caso não-estacionário, verificou-se que quando os filtros componentes têm passos de

adaptação (ou fatores de esquecimento) distintos, a combinação é capaz de prover um ganho

de EMSE de até 3 dB em relação ao menor EMSE dentre os filtros componentes dependendo

dos parâmetros do ambiente considerado. O ganho máximo sempre ocorre quando os níveis

de EMSE dos filtros componentes são próximos. No caso não-estacionário, essa situação pode

ocorrer também com passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) distintos para um

determinado conjunto de parâmetros do cenário de filtragem. Quanto maior a diferença entre

os níveis de EMSE dos filtros componentes, menor o ganho de EMSE da combinação, sendo

que o EMSE da combinação é sempre, na pior das hipóteses, igual ao menor EMSE dentre os

filtros componentes. No caso de passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) próximos,

o resultado obtido é semelhante. Porém, nesse caso, o número de conjuntos de parâmetros do

cenário de filtragem para os quais a combinação apresenta o ganho de EMSE é maior, já que

os filtros componentes possuem desempenhos muito próximos.

Em comparação com a combinação convexa, a diferença da combinação afim é que a última

é capaz de fazer com que o parâmetro de mistura seja negativo. Em ambiente estacionário,

isso faz com que seja possível obter um ganho de EMSE de até 3 dB em relação ao menor

EMSE dentre os filtros componentes, sendo que o ganho máximo ocorre quando os níveis de

EMSE dos filtros componentes são muito próximos. Num ambiente não-estacionário, com

os filtros componentes com passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) distintos, o

comportamento da combinação afim e da convexa é muito semelhante. Nesse caso, as duas
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combinações são capazes de prover até 3 dB de ganho de EMSE. Isso ocorre porque no caso

não-estacionário, o ganho ocorre numa situação em que o parâmetro de mistura ótimo não é

negativo, fazendo com que seja possível obtê-lo também com a combinação convexa. Quando os

passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) são próximos, o comportamento é semelhante

ao do caso estacionário. A combinação afim é capaz de proporcionar um ganho de EMSE de

até 3 dB em relação ao menor EMSE dentre os filtros componentes enquanto a combinação

convexa tem desempenho limitado pelo menor EMSE dos filtros componentes.



Capítulo 3

Análise do transitório das combinações e

propostas para adaptação do parâmetro

de mistura

O comportamento universal da combinação afim depende da adaptação do parâmetro de

mistura. A adaptação desse parâmetro, por sua vez, depende da escolha apropriada do passo de

adaptação µη. Essa escolha deve levar em conta algumas caraterísticas do cenário de filtragem

como a potência dos sinais de saída e os passos de adaptação dos filtros componentes, além da

relação sinal-ruído. Com o objetivo de incluir esses fatores na escolha do passo, são propostas

neste capítulo três alternativas para a adaptação do parâmetro de mistura.

Inicialmente é obtida uma expressão para o EMSE da combinação sem levar em conta o

algoritmo de adaptação de η(n). Em seguida, essa expressão é usada para analisar o algo-

ritmo η-LMS. Para validar a análise, são mostrados alguns resultados de simulação e algumas

condições em que o algoritmo η-LMS não apresenta um bom desempenho na adaptação do

parâmetro de mistura. Para resolver o problema, é proposta uma normalização instantânea

parcial na adaptação de η(n), originando o algoritmo signed regressor (SR), que é analisado

em seguida. Com base na análise do η-LMS e do SR, são propostos outros dois algoritmos

normalizados a fim de facilitar a escolha do passo de adaptação da combinação. As análises

desses algoritmos normalizados são obtidas da extensão das análises do η-LMS e SR. Por fim,

são apresentados alguns resultados de simulação dos algoritmos propostos e as conclusões.

3.1 O EMSE da combinação

Como foi feito na Seção 2.2, o erro a priori da combinação afim pode ser escrito em função

dos erros a priori dos filtros componentes, ou seja,

ea(n) ≈ η(n)ea,1(n) + [1 − η(n)]ea,2(n) = ea,2(n) + η(n) [ea,1(n) − ea,2(n)] . (3.1)

47
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No caso supervisionado, essa expressão é válida em todo instante de tempo mas no caso auto-

didata, é uma aproximação cuja validade em todo instante depende dos filtros componentes

terem sido inicializados próximos da solução ótima de zero-forcing.

Elevando (3.1) ao quadrado e tomando a esperança de ambos os lados, obtém-se

E
{
e2

a(n)
}
≈ E

{
e2

a,2(n)
}

+ E
{
η2(n)

[
e2

a,1(n) + e2
a,2(n) − 2ea,1(n)ea,2(n)

]}

+ 2E
{
η(n)

[
ea,2(n)ea,1(n) − e2

a,2(n)
]}

. (3.2)

Para continuar, é necessário assumir as seguintes hipóteses:

T1. Na média, o parâmetro de mistura ótimo da combinação tende para seu valor ótimo em

todo instante de tempo, ou seja, E {η(n)} ≈ η̄o(n);

T2. η(n) é independente de ea,i(n), i = 1,2;

T3. ηo(n) é independente de ea,i(n), i = 1,2.

A hipótese T1 vale em regime, como será mostrado na Seção 3.2. No transitório, é uma

hipótese razoável como pode ser observado através de simulações. As hipóteses T2 e T3 em

geral não são verdadeiras uma vez que a adaptação do parâmetro η(n) e seu valor ótimo η̄o(n)

dependem dos erros a priori ea,i(n), i = 1,2. No entanto, elas fazem parte de um conjunto de

hipóteses de independência amplamente usadas em filtragem adaptativa [Haykin, 2002]. Em

[Mazo, 1979], por exemplo, é mostrado que as hipóteses baseadas na teoria da independência

são satisfeitas pelo algoritmo LMS com passo de adaptação suficientemente pequeno. Para o

caso da combinação afim, é possível verificar através de simulações que T2 e T3 são hipóteses

razoáveis.

Usando T1 e T2, (3.2) pode ser reescrita como

ζ(n) ≈ ζ2(n) + E
{
η2(n)

}
[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)] − 2η̄o(n)∆ζ2(n). (3.3)

Usando a Equação (2.32) (pág. 21) e assumindo T3, obtém-se uma expressão para o parâ-

metro de mistura ótimo instantâneo dada por

η̄o(n) ≈ ∆ζ2(n)

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
. (3.4)

Assumindo que η(n) seja igual ao valor do parâmetro de mistura ótimo pode-se obter uma

expressão para o EMSE ótimo da combinação a partir de (3.3), ou seja,

ζo(n) ≈ ζ2(n) − η̄o(n)∆ζ2(n). (3.5)

Na prática, no entanto, o valor do parâmetro de mistura em todo instante de tempo não
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é igual ao seu valor ótimo. Usando T1, a variância de η(n) vale

σ2
η(n) = E

{
η2(n)

}
− η̄2

o(n). (3.6)

Assim, usando (3.6) e (3.4), (3.3) pode ser reescrita como

ζ(n) ≈ ζ2(n) +
[
σ2

η(n) − η̄2
o(n)

]
[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)] . (3.7)

Vale notar que a expressão (3.7) fornece um resultado teórico para o EMSE da combinação em

cada instante de tempo considerando a adaptação do parâmetro de mistura. A influência da

adaptação de η(n) aparece no termo σ2
η(n) que deve ser estimado para cada tipo de adaptação

considerado. É necessário também usar modelos de ζi(n), i = 1,2 e ζ12(n). Para os algoritmos

considerados, existem várias análises de transitório na literatura, em que são obtidas expressões

teóricas para ζi(n), i = 1,2 (por exemplo, [Farhang-Boroujeny, 1998], [Costa e Bermudez, 2002]

e [Nascimento e Silva, 2008]). Expressões para o EMSE cruzado podem ser obtidas a partir

da extensão desses resultados.

Uma expressão para a variância σ2
η(n) pode ser obtida através do erro do parâmetro de

mistura em relação ao seu valor ótimo médio. Definindo

η̃(n) , η̄o(n) − η(n), (3.8)

elevando ao quadrado e tomando a esperança de ambos os lados, obtém-se

E
{
η̃2(n)

}
= η̄2

o(n) + E
{
η2(n)

}
− 2η̄o(n)E {η(n)} . (3.9)

Utilizando a hipótese T1, (3.9) pode ser reescrita como

E
{
η̃2(n)

}
≈ E

{
η2(n)

}
− η̄2

o(n) = σ2
η(n). (3.10)

A seguir, para validar a hipótese T1 em regime e obter uma expressão para σ2
η(n), serão

feitas análises dos momentos de primeira e segunda ordens do parâmetro de mistura obtido

usando o algoritmo η-LMS.

3.2 Análise da adaptação do algoritmo η-LMS

No Capítulo 2 a adaptação do parâmetro de mistura foi feita utilizando algoritmos do

gradiente estocástico. Por conveniência, a forma de adaptação do parâmetro de mistura da

combinação é repetida aqui. De maneira geral, a adaptação de η(n) através do algoritmo

η-LMS é dada por

η(n + 1) = η(n) + µηeg(n)[y1(n) − y2(n)], (3.11)
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sendo

eg(n) = ea(n) + r(n), (3.12)

com r(n) = v(n) para o caso supervisionado e r(n) = 0 para o caso autodidata.

A seguir são feitas análises dos momentos de primeira e segunda ordens de (3.11).

3.2.1 Momento de primeira ordem

A expressão (3.7) permite obter uma estimativa para o EMSE da combinação desde que a

adaptação de η(n) considerada assegure a hipótese T1. A validade dessa hipótese em regime

pode ser verificada através de uma análise de primeira ordem do erro do parâmetro de mistura

em relação ao ótimo dado por (3.8). Assim, para obter uma expressão de E {η̃(n)} para a

adaptação feita com (3.11), subtrai-se ambos os lados de (3.11) de η̄o(n), obtendo-se

η̄o(n) − η(n + 1) = η̄o(n) − η(n) − µηeg(n)[y1(n) − y2(n)]. (3.13)

Substituindo (2.22) (pág. 19) em (3.12), obtém-se

eg(n) ≈ η(n)ea,1(n) + [1 − η(n)]ea,2(n) + r(n). (3.14)

Considerando que no caso supervisionado yi(n) = d(n) − ei(n) = d(n) − ea,i(n) − v(n) e no

caso autodidata, yi(n) ≈ a(n − τd) − ea,i(n), o termo [y1(n) − y2(n)] pode ser aproximado em

ambos os casos por

y1(n) − y2(n) ≈ ea,2(n) − ea,1(n). (3.15)

Note que no caso supervisionado, (3.15) não é uma aproximação e sim uma igualdade. Subs-

tituindo (3.14) e (3.15) em (3.13) chega-se a

η̄o(n) − η(n + 1) = η̄o(n) − η(n) + µηη(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]2

− µηea,2(n)[ea,2(n) − ea,1(n)] − µηr(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]. (3.16)

Para continuar, é necessário assumir que

T4. a variação de η̄o(n) para η̄o(n + 1) é suficientemente pequena diante das outras parcelas

de (3.16) para que seja possível usar a aproximação η̄o(n) ≈ η̄o(n + 1). Em regime, essa

hipótese é bastante realista já que η(n) tem uma variação muito maior que η̄o(n) mas

durante o transitório, nem sempre é válida. Entretanto, para a adaptação considerada,

pode-se observar através de simulações que essa aproximação permite a obtenção de um

resultado teórico coerente com o resultado experimental.
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Somando e subtraindo µηη̄o(n)[ea,2 − ea,1]
2 do lado direito de (3.16) e usando T4, obtém-se

η̃(n + 1) =

A︷ ︸︸ ︷[
1 − µη[ea,2(n) − ea,1(n)]2

]
η̃(n)+

B︷ ︸︸ ︷
η̄o(n)µη[ea,2(n) − ea,1(n)]2

−µηea,2(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]︸ ︷︷ ︸
C

−µηr(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]︸ ︷︷ ︸
D

. (3.17)

Aplicando a esperança em ambos os lados de (3.17), usando T3 e considerando que r(n) é

independente de ea,i(n) com E {r(n)} = 0 para os casos supervisionado e autodidata, obtém-se

E {η̃(n + 1)} = E
{
1 − µη [ea,2(n) − ea,1(n)]2

}
E {η̃(n)}

+ µηη̄o(n)E
{
[ea,2(n) − ea,1(n)]2

}
− µηE {ea,2(n) [ea,2(n) − ea,1(n)]} . (3.18)

A validade de T1 em regime será garantida se limn→∞ E {η̃(n)} = 0. Essa condição ocorre

se os dois últimos termos de (3.18) se anularem, ou seja,

µηη̄o(n)E
{
[ea,2(n) − ea,1(n)]2

}
− µηE {ea,2(n) [ea,2(n) − ea,1(n)]} = 0 (3.19)

e se o fator que multiplica η̃(n) for, em módulo, menor que um, ou seja,

∣∣E
{
1 − µη [ea,2(n) − ea,1(n)]2

}∣∣ < 1. (3.20)

Usando (3.4) e lembrando que ∆ζi(n) = ζi(n) − ζ12(n), a primeira parcela do lado esquerdo

de (3.19) pode ser reescrita como

µηη̄o(n)E
{
[ea,2(n) − ea,1(n)]2

}
= µηη̄o(n) [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)] = µη∆ζ2(n) (3.21)

e a segunda parcela como

µηE {ea,2(n) [ea,2(n) − ea,1(n)]} = µη∆ζ2(n). (3.22)

Como essas duas parcelas são iguais, verifica-se a igualdade de (3.19).

Para garantir (3.20), o passo de adaptação µη deve ser escolhido tal que

∣∣E
{
1 − µη [ea,2(n) − ea,1(n)]2

}∣∣ = |1 − µη [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]| < 1, (3.23)

ou seja,

0 < µη <
2

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
, (3.24)

e com isso a validade da hipótese T1 em regime é garantida.
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3.2.2 Momento de segunda ordem

O modelo de EMSE da combinação dado pela expressão (3.7) requer ainda uma expressão

para σ2
η(n), que pode ser obtida através de (3.10). Para tanto, a esperança do quadrado de

(3.17) deve ser calculada, ou seja,

E
{
η̃2(n + 1)

}
= E

{
A2

}
+ E

{
B2

}
+ E

{
C2

}
+ E

{
D2

}

+ E {2AB} + E {2AC} + E {2AD}
+ E {2BC} + E {2BD} + E {2CD} . (3.25)

Como r(n) é assumido independente dos outros termos e E {r(n)} = 0, os termos E {2AD},
E {2BD} e E {2CD} são nulos. Além disso, usando T1, T2 e T3, os termos E {2AB} e E {2AC}
são aproximadamente nulos. Assim, (3.25) pode ser reescrita aproximadamente como

E
{
η̃2(n + 1)

}
≈ E

{
A2

}
+ E

{
B2

}
+ E

{
C2

}
+ E

{
D2

}
+ E {2BC} . (3.26)

Para continuar, assume-se ainda que

T5. ea,i(n), i = 1,2 são conjuntamente gaussianos, com média zero.

A hipótese de gaussianidade é freqüentemente usada em filtragem adaptativa para facilitar

a análise de transitório mas não é estritamente realista. Mesmo no caso supervisionado de

identificação de sistemas, com u(n), v(n) e d(n) gaussianos, o sinal de erro ei(n) de um filtro

componente não é gaussiano. Isso ocorre pois ei(n) tem uma relação não-linear com u(n) e

v(n) através do vetor de coeficientes wi(n−1), que varia conforme sua adaptação. No entanto,

se o passo de adaptação for suficientemente pequeno, a hipótese de gaussianidade é razoável

[Sayed, 2003].

Usando T5, os seguintes momentos são válidos [Papoulis, 1991]

E
{
[ea,i(n) − ea,j(n)]4

}
= 3

[
E

{
[ea,i(n) − ea,j(n)]2

}]2

= 3[∆ζi(n) + ∆ζj(n)]2 (3.27)

E
{
e2

a,i(n)e2
a,j(n)

}
= E

{
e2

a,i(n)
}

E
{
e2

a,j(n)
}

+ 2 [E {ea,i(n)ea,j(n)}]2

= ζi(n)ζj(n) + 2ζ2
ij(n) (3.28)

E
{
e3

a,i(n)ea,j(n)
}

= 3E
{
e2

a,i(n)
}

E {ea,i(n)ea,j(n)}
= 3ζi(n)ζij(n). (3.29)

Com essas hipóteses os termos de (3.26) são calculados a seguir:
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Termo E {A2}: Usando T2 e T3, o termo E {A2} vale aproximadamente

E
{
A2

}
= E

{[
1 − µη[ea,2(n) − ea,1(n)]2

]2
η̃2(n)

}

≈ E
{[

1 + µ2
η[ea,2(n) − ea,1(n)]4 − 2µη[ea,2(n) − ea,1(n)]2

]}
E

{
η̃2(n)

}
. (3.30)

Usando (3.27) em (3.30), chega-se a

E
{
A2

}
≈

[
1 + 3µ2

η[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]2 − 2µη[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]
]
σ2

η(n). (3.31)

Termo E {B2}: Usando novamente (3.27) para o cálculo do termo E {B2}, obtém-se

E
{
B2

}
= E

{
η̄2

o(n)µ2
η[ea,2(n) − ea,1(n)]4

}
≈ η̄2

o(n)µ2
η3[∆ζ1(n)+∆ζ2(n)]2 = 3µ2

η∆ζ2
2 (n). (3.32)

Termo E {C2}: O termo E {C2} é calculado como

E
{
C2

}
= E

{
µ2

ηe
2
a,2(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]2

}

= µ2
ηE

{
e4

a,2(n) + e2
a,1(n)e2

a,2(n) − 2ea,1(n)e3
a,2(n)

}
. (3.33)

Usando (3.28) e (3.29) em (3.33), chega-se a

E
{
C2

}
= µ2

η

[
3ζ2

2 (n) + ζ1(n)ζ2(n) + 2ζ2
12(n) − 6ζ2(n)ζ12(n)

]
. (3.34)

Termo E {D2}: O termo E {D2} é dado por

E
{
D2

}
= E

{
µ2

ηr
2(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]2

}
= µ2

ησ
2
r [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)], (3.35)

sendo σ2
r = E {r2(n)}.

Termo E {2BC}: O termo E {2BC} é calculado como

E {2BC} = E
{
−2η̄o(n)µ2

η[ea,2(n) − ea,1(n)]3ea,2(n)
}

= −2µ2
ηη̄o(n)E

{
e4

a,2(n) − e3
a,1(n)ea,2(n) + 3e2

a,1(n)e2
a,2(n) − 3e3

a,2(n)ea,1(n)
}

= −2µ2
ηη̄o(n)

[
3ζ2

2(n) − 3ζ1(n)ζ12(n) + 3ζ1(n)ζ2(n) + 6ζ2
12(n)

−9ζ2(n)ζ12(n)] . (3.36)

Usando (3.4) em (3.36), chega-se a

E {2BC} = −6µ2
η∆ζ2

2 (n). (3.37)
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Usando esses resultados em (3.26), obtém-se

σ2
η(n + 1) = E

{
η̃2(n + 1)

}
≈

{
1 + 3µ2

η[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]2 − 2µη[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]
}

σ2
η(n)

+ µ2
ησ

2
r [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]

+ µ2
η

[
ζ1(n)ζ2(n) − ζ2

12(n)
]
. (3.38)

Com esse resultado e usando as expressões (3.7) e (3.4), é possível obter um modelo teórico

para o EMSE da combinação em cada instante de tempo. Porém, são necessárias ainda

expressões para ζi(n), i = 1,2 e ζ12(n) para os algoritmos utilizados nos filtros componentes.

Na seção seguinte, essas expressões são apresentadas para as combinações de algoritmos de

mesma família. A extensão dos resultados para algoritmos de famílias diferentes será tratada

num trabalho futuro.

3.3 Expressões para o EMSE de filtros adaptativos

De modo geral, é necessário obter uma expressão para

ζij(n) = E {ea,i(n)ea,j(n)} = E {uT (n)w̃i(n − 1)uT (n)w̃j(n − 1)} =

= E
{
Tr(u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1))
}

, i,j = 1,2. (3.39)

Assumindo que u(n) é independente de w̃k(n), k = 1,2, obtém-se1

ζij(n) = E {ea,i(n)ea,j(n)} ≈ Tr
(
RE

{
w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)
})

≈ Tr (RSij(n − 1)) , (3.40)

em que Sij(n) , E
{
w̃i(n)w̃T

j (n)
}

é a matriz de covariância do vetor de erro dos coeficientes.

De (3.40) é possível calcular ζi(n), i = 1,2 através de

ζi(n) = ζii(n) = Tr (RSii(n − 1)) , i = 1,2, (3.41)

e ζ12(n), através de

ζ12(n) = Tr (RS12(n − 1)) . (3.42)

Na literatura existem diversos trabalhos sobre a análise do transitório de filtros adaptativos.

Uma expressão de Sii(n) para o LMS, por exemplo, foi obtida em [Farhang-Boroujeny, 1998],

para o NLMS em [Costa e Bermudez, 2002] e para o CMA em [Nascimento e Silva, 2008]. Para

o RLS, no entanto, as expressões para Sii(n) que foram encontradas na literatura não levam

em conta a inicialização do algoritmo e valem apenas para n suficientemente grande para que

1Essa hipótese faz parte de um conjunto de hipóteses de independência amplamente utilizado em filtragem
adaptativa [Haykin, 2002].
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a inicialização tenha sido esquecida (por exemplo, [Haykin, 2002, Farhang-Boroujeny, 1998]).

No Apêndice D, os resultados para o LMS, NLMS e CMA foram estendidos para o cálculo de

Sij(n) e, para o RLS, foi calculada uma aproximação para Sij(n), i,j = 1,2 levando em conta

a inicialização do algoritmo. Os resultados são mostrados na Tabela 3.1, onde

R̂−1
i (n) = E

{
R̂−1

i (n)
}

=

[
λn

i ǫRI +
1 − λn

i

1 − λi
R

]−1

, (3.43)

sendo λi o fator de esquecimento do filtro i e ǫR,i uma constante utilizada na inicialização da

estimativa da matriz de autocorrelação, ou seja, R̂i(0) = ǫR,iI.

Tabela 3.1: Expressões para o cálculo de Sij(n) no caso estacionário.
Algoritmo Sij(n)

LMS Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − µiRSij(n − 1) − µjSij(n − 1)R

+µiµj

[
2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) + σ2

vR
]

NLMS Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − µ̃i

σ2
u(M − 2)

RSij(n − 1) − µ̃j

σ2
u(M − 2)

Sij(n − 1)R

+
µ̃iµ̃j

σ4
u(M − 2)(M − 4)

[
2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) + σ2

vR
]

RLS Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − R̂−1
i (n)RSij(n − 1) − Sij(n − 1)RR̂−1

j (n)

+R̂−1
i (n)

[
2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) + σ2

vR
]
R̂−1

j (n)

CMA Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − µiγ̄RSij(n − 1) − µjγ̄Sij(n − 1)R

+µiµj

[
2ξRSij(n − 1)R + ξRTr (RSij(n − 1)) + σ2

βR
]

3.4 Resultados de Simulação

Para verificar o comportamento da combinação afim e a validade da análise, foram feitas

simulações considerando os algoritmos LMS, NLMS, RLS e CMA. Como nas simulações do

Capítulo 2, no caso supervisionado, foi considerada uma aplicação de identificação de sistemas

e duas soluções ótimas formadas por M = 7 coeficientes aleatórios dados por

wT

o,1 = [ 0,90 −0,54 0,21 −0,03 0,78 0,52 −0,09 ]

e

wT

o,2 = [ 0,25 −0,47 −0,38 0,05 −0,18 0,79 0,15 ].

O sinal de entrada colorido, quando usado, foi gerado através de um filtro autoregressivo

de primeira ordem com função de transferência
√

(1 − a2)/(1 − az−1), com a = 0,8. Tanto

para sinal de entrada colorido como para sinal de entrada branco, foi considerada variância
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1/M , o que leva a Tr(R) = 1. Para formar o sinal desejado, é somado um sinal de ruído

branco e gaussiano v(n), com variância σ2
v = 0,01. No caso autodidata, foi considerada a

combinação de dois equalizadores com M = 4 coeficientes cada, usando sobreamostragem de

fator S = 2 com sinal de entrada do tipo 4-PAM e dois canais com coeficientes [Arenas-García

e Figueiras-Vidal, 2006, Yousef e Sayed, 1999]

hT
1 = [ 0,1 0,3 1,0 −0,1 0,5 0,2 ]

e

hT
2 = [ 0,25 0,64 0,80 −0,55 ].

Para facilitar a visualização dos resultados no caso autodidata, as curvas foram filtradas por

um filtro de média-móvel de 128 coeficientes.

Nas Figuras 3.1 a 3.4, são mostrados, respectivamente, os resultados para a combinação

de dois algoritmos LMS, dois NLMS, dois RLS e dois CMA com o parâmetro η(n) adaptado

através do algoritmo η-LMS e δXX = 0,1. As simulações do caso supervisionado foram iniciadas

com entrada branca e solução ótima dada por wo,1 e, durante a simulação, a solução ótima foi

alterada para wo,2 com entrada colorida. No caso do CMA, a simulação foi iniciada usando

o canal h1 e durante a simulação alterou-se para o canal h2. Ambos os filtros componentes

foram inicializados com um vetor pino com um elemento unitário na segunda posição. Para

a combinação de dois algoritmos LMS, pode-se verificar que o resultado teórico apresenta

uma boa concordância com o resultado experimental. Para o NLMS e o RLS, os resultados

não apresentam uma concordância tão boa quanto no caso do LMS. Isso ocorre porque as

estimativas teóricas de ζi(n), i = 1,2 e ζ12(n) para esses algoritmos não são tão boas quanto

as estimativas desses parâmetros para o LMS quando é usado um número de coeficientes M

pequeno. No caso do NLMS, é possível obter um modelo mais preciso usando o modelo do

LMS mas considerando uma matriz de autocorrelação do sinal de entrada e a potência do ruído

de medida modificados [Nascimento, 2001]. Porém, apesar de mais preciso, esses parâmetros

modificados só podem ser calculados experimentalmente. No caso do RLS, o problema ocorre

devido à aproximação do termo de quarta ordem que aparece na matriz de covariância do

vetor de erro de coeficientes apresentada no Apêndice D.

No caso do CMA, a diferença entre a análise e o resultado experimental decorre principal-

mente devido às hipóteses que precisam ser assumidas para permitir a análise. Para tornar

mais realista a hipótese R2 (pág. 18), na Figura 3.5, é mostrado o resultado para a mesma

situação da Figura 3.4 mas com os vetores de coeficientes dos filtros componentes inicializados

próximos da solução ótima de zero-forcing em 0,9ŵzf , onde a estimativa para a solução de

zero-forcing ŵzf foi considerada igual a média do vetor de coeficientes dos filtros componentes

em regime. É possível verificar que a estimativa dada pela análise nesse caso é mais coerente

com o resultado experimental. No entanto, ainda há uma diferença, devido às demais hipóteses

que são assumidas na análise.
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Figura 3.1: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ1=0,1, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e solução ótima wo,1 até n = 1,5 × 104 e
entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução ótima wo,2 a partir de n = 1,5×104.
Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη = 3. Valores teóricos
tracejados.
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Figura 3.2: Combinação afim de µ̃1-NLMS e µ̃2-NLMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ̃1 = 0,1, µ̃2 = δNN µ̃1, δNN = 0,1 e ǫN = 1 × 10−5. Entrada branca e solução ótima wo,1 até
n = 1,5 × 104 e entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução ótima wo,2 a partir
de n = 1,5 × 104. Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη = 3.
Valores teóricos tracejados.
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Figura 3.3: Combinação afim de λ1-RLS e λ2-RLS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

λ1 = 0,99, λ2 = 1 − δRR(1 − λ1), δRR = 0,1 e ǫR = 0,02. Entrada branca e solução ótima wo,1

até n = 1×104 e entrada colorida (modelo AR com pólo em 0,8) e solução ótima wo,2 a partir
de n = 1 × 104. Sinal de entrada com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη = 2.
Valores teóricos tracejados.
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Figura 3.4: Combinação afim de µ1-CMA e µ2-CMA no caso estacionário. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, µ1 = 1× 10−3, µ2 = δCCµ1 e δCC = 0,1.
Vetor de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitário na segunda
posição. Canal h1 até n = 4×104 e canal h2 a partir de n = 4×104. Média de 500 realizações
com µη = 0,075. Valores teóricos tracejados.
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Figura 3.5: Combinação afim de µ1-CMA e µ2-CMA no caso estacionário. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, µ1 = 1× 10−3, µ2 = δCCµ1 e δCC = 0,1.
Vetor de coeficientes inicializados em 0,9wzf , sendo wzf assumido como o valor médio dos
coeficientes em regime. Canal h1 até n = 2,5×104 e canal h2 a partir de n = 2,5×104. Média
de 500 realizações com µη = 0,075. Valores teóricos tracejados.

Cabe observar que em todos os casos, o valor teórico do parâmetro de mistura ótimo, em

módulo, é muito grande nos instantes iniciais da simulação e quando é feita a troca de solução

ótima ou canal. Isso ocorre porque nesses instantes os níveis de EMSE dos filtros componentes

são muito próximos e nesse caso, de acordo com o resultado obtido no Capítulo 2, o valor abso-

luto do parâmetro de mistura ótimo deve ser grande para permitir um ganho na combinação.

Entretanto, como a variação do gradiente ao redor desses instantes é muito grande, é necessá-

rio restringir o parâmetro de mistura tal que η(n) < 1 para evitar a divergência do algoritmo

e isso faz com que o parâmetro de mistura não atinja seu valor ótimo nesses instantes.

A adaptação do parâmetro de mistura com o algoritmo η-LMS, nem sempre é capaz de

fazer com que o comportamento da combinação esteja próximo do universal. Uma situação

em que isso ocorre é mostrada nas Figuras 3.6 e 3.7. Em ambas as figuras, é considerada

a combinação de dois filtros LMS com passos de adaptação µ1 = 0,01 e µ2 = δLLµ1 com

δLL = 0,1 e solução ótima wo,1. Com esses passos de adaptação, a convergência dos filtros

componentes torna-se mais lenta e a escolha do passo de adaptação da combinação para tornar

o comportamento da combinação próximo do universal é dificultada.

Na Figura 3.6, é mostrado o resultado para µη = 3. Com essa escolha, a adaptação do

parâmetro de mistura é rápida o suficiente para permitir o chaveamento dos filtros por volta

do instante n = 3 × 104 e fazer com que a combinação tenha um comportamento próximo ao

universal no chaveamento. Entretanto, nos instantes iniciais, quando os dois filtros componen-

tes têm saídas muito distintas, pode-se verificar que µη = 3 é um passo grande demais, fazendo

com haja uma variação maior no valor do parâmetro η(n) no início das iterações, conforme
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pode ser notado na Figura 3.6-(c). Isso faz com que a combinação tenha um desempenho

inferior ao universal.
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Figura 3.6: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ1 = 0,01, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e solução ótima wo,1 com potência 1/M .
Média de 500 realizações com µη = 3. Valores teóricos tracejados.

Na Figura 3.7, é mostrado o resultado obtido quando o passo de adaptação da combinação

é diminuído para µη = 0,1. Nesse caso, devido à diminuição do passo, a combinação mostra

um comportamento próximo ao universal durante os instantes iniciais mas apresenta um pro-

blema na velocidade do chaveamento entre os filtros componentes. Pode-se notar que o modelo

teórico para o EMSE da combinação não corresponde ao resultado experimental. Enquanto

o modelo teórico prevê o chaveamento entre os filtros componentes de forma adequada, o

resultado experimental apresenta uma velocidade de convergência lenta nos instantes de cha-

veamento entre os filtros devido à utilização do passo de adaptação com valor pequeno. Essa

diferença entre os resultados teórico e experimental é causada devido a utilização da hipótese

T1, que pressupõe que a esperança matemática do parâmetro de mistura da combinação é

igual à esperança matemática do parâmetro de mistura ótimo. Nesse caso, essa hipótese não

é razoável, já que o passo de adaptação utilizado é muito pequeno, fazendo com que haja

uma grande diferença entre o parâmetro de mistura da combinação e o parâmetro de mistura

ótimo, principalmente durante o chaveamento, conforme pode ser observado na Figura 3.7-(b).

Apesar da limitação do modelo nessa situação, o comportamento em situações mais práticas

é coerente, pois em grande parte dos casos, o parâmetro de mistura converge, em média, para

seu valor ótimo, considerando uma pequena diferença nos instantes de chaveamento. Sendo

assim, o cálculo de uma expressão mais precisa para o EMSE da combinação, sem considerar

a hipótese T1 será tratado num trabalho futuro.
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Figura 3.7: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. M = 7, σ2
v = 0,01,

µ1=0,01, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e solução ótima wo,1 com potência 1/M .
Média de 500 realizações com µη = 0,1. Valores teóricos tracejados.

Para fazer com que a combinação tenha um comportamento mais próximo do universal,

outros tipos de adaptação podem ser usados para o parâmetro de mistura com o objetivo de

conseguir acelerar a adaptação. A seguir, são propostas três alternativas para a adaptação do

parâmetro de mistura.

3.5 Propostas para adaptação do parâmetro de mistura

A adaptação de η(n) através do algoritmo η-LMS algumas vezes não é capaz de acompa-

nhar as variações abruptas de η̄o(n) e a combinação acaba tendo um desempenho inferior ao

universal. Isso ocorre por exemplo, quando ambos os filtros componentes já convergiram e

[y1(n) − y2(n)] é um valor pequeno, como mostrado na Figura 3.7. Essa adaptação também

pode causar divergência no início das iterações quando [y1(n) − y2(n)] é um valor grande.

Uma forma de contornar o problema da divergência é limitar o valor de η(n) tal que η(n) < 1

[Bershad et al., 2008]. Esse método, no entanto, em algumas situações faz com que o compor-

tamento da combinação seja inferior ao universal, como mostrado na Figura 3.7. A seguir, é

proposta uma alternativa para acelerar a adaptação de η(n) baseada numa normalização ins-

tantânea parcial, originando o algoritmo signed regressor (SR) para a adaptação do parâmetro

de mistura. Em seguida, são propostos esquemas de normalização para os algoritmos η-LMS

e SR, originando os algoritmos power normalized e normalized signed regressor.
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3.5.1 O algoritmo signed regressor

Uma alternativa para acelerar a adaptação de η(n) é usar algum tipo de normalização

na adaptação. Com a normalização, a restrição de η(n) < 1 para evitar o problema da

divergência pode não ser mais necessária e a combinação pode apresentar um comportamento

mais próximo ao universal no início das iterações. Uma possibilidade é usar a normalização

instantânea. Nesse caso, [y1(n)− y2(n)] é o sinal equivalente ao sinal de entrada na adaptação

de η(n) e a normalização é obtida fazendo o passo de adaptação igual a

µη ,
µη,s

[y1(n) − y2(n)]2
, (3.44)

sendo µη,s uma constante positiva. Porém, pelo fato do sinal [y1(n) − y2(n)] variar muito,

esse tipo de normalização leva a uma variação muito grande no valor de η(n) e até mesmo à

divergência [Bershad, 1986].

Outra possibilidade é usar uma normalização instantânea parcial, com o passo de adaptação

µη ,
µη,s

|y1(n) − y2(n)| . (3.45)

Com isso, a equação de adaptação de η(n) passa a ser dada por

η(n + 1) = η(n) + µη,seg(n)
(y1(n) − y2(n))

|y1(n) − y2(n)| , (3.46)

que pode ser aproximada por

η(n + 1) = η(n) + µη,seg(n)sign(y1(n) − y2(n)), (3.47)

em que

sign(x) =





−1, x < 0

0, x = 0

1, x > 0

(3.48)

e eg(n) é definido em (2.30) (pág. 20). Essa normalização evita a grande variação do parâmetro

de mistura nas iterações iniciais, fazendo com que a restrição imposta anteriormente para

η(n) ≤ 1 não seja mais necessária. Isso possibilita um melhor desempenho no início da

convergência, conforme será mostrado através de simulações.

O algoritmo (3.47) é chamado de signed regressor e seu comportamento também pode ser

estudado através do modelo (3.7). Para isso, é necessário calcular os momentos de primeira e

segunda ordens a fim de verificar a validade da hipótese T1 em regime e obter uma expressão

para σ2
η(n).
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Momento de primeira ordem

Procedendo de maneira análoga à da Seção 3.2, subtrai-se ambos os lados de (3.47) de

η̄o(n), obtendo-se

η̄o(n) − η(n + 1) = η̄o(n) − η(n) − µη,seg(n)sign (y1(n) − y2(n)) . (3.49)

Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.49), chega-se a

η̄o(n) − η(n + 1) = η̄o(n) − η(n) + µη,sη(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]sign (ea,2(n) − ea,1(n))

− µη,sea,2(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n))

− µη,sr(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n)) . (3.50)

Considerando uma hipótese semelhante a T4 para (3.50), somando e subtraindo o termo

η̄o(n)µη,s[ea,2 − ea,1]sign (ea,2(n) − ea,1(n)) do lado direito (3.50), obtém-se

η̃(n + 1) = [1 − µη,s[ea,2(n) − ea,1(n)]sign (ea,2(n) − ea,1(n))] η̃(n)

+ µη,sη̄o(n)[ea,2(n) − ea,1(n)]sign (ea,2(n) − ea,1(n))

− µη,sea,2(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n)) − µη,sr(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n)) . (3.51)

Como sign(x)x = |x|, (3.51) pode ser reescrita como

η̃(n + 1) =

A︷ ︸︸ ︷
[1 − µη,s|ea,2(n) − ea,1(n)|] η̃(n)+

B︷ ︸︸ ︷
µη,sη̄o(n)|ea,2(n) − ea,1(n)|

−µη,sea,2(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n))︸ ︷︷ ︸
C

−µη,sr(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n))︸ ︷︷ ︸
D

. (3.52)

Aplicando a esperança de ambos os lados em (3.52), usando T3 e considerando que r(n) é

independente de ea,i(n) com E {r(n)} = 0, chega-se a

E {η̃(n + 1)} = E {1 − µη,s|ea,2(n) − ea,1(n)|}E {η̃(n)}
+ µη,sη̄o(n)E {|ea,2(n) − ea,1(n)|}
− µη,sE {ea,2(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n))} . (3.53)

A validade de T1 em regime será garantida se os dois últimos termos do lado direito de

(3.53) se anularem, ou seja,

µη,sη̄o(n)E {|ea,2(n) − ea,1(n)|} − µη,sE {ea,2(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n))} = 0 (3.54)
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e se o termo que multiplica E {η̃(n)} for, em módulo, menor que um, ou seja,

|E {1 − µη,s|ea,2(n) − ea,1(n)|}| < 1. (3.55)

Para prosseguir, é necessário assumir a hipótese T5. A motivação para isso é que a hipótese

de gaussianidade permite expressar a esperança

E {ea,2(n)sign(ea,2(n) − ea,1(n)}

em termos de

E {ea,2(n)(ea,2(n) − ea,1(n)} .

Isso é possível devido a um caso especial do teorema de Price [Sayed, 2003, pág. 306]. Esse

caso estabelece que para duas variáveis aleatórias gaussianas x e y com variâncias σ2
x e σ2

y , vale

E {x · sign(y)} =

√
2

π

1

σy
E {x · y} . (3.56)

Além disso, se x é uma variável aleatória gaussiana, é possível demonstrar que [Papoulis, 1991]

E {|x|} =

√
2

π
σx. (3.57)

Aplicando esses resultados nos dois termos do lado esquerdo de (3.54), obtém-se

µη,sη̄o(n)E {|ea,2(n) − ea,1(n)|} = µη,s

√
2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)η̄o(n) (3.58)

e

µη,sE {ea,2(n)sign (ea,2(n) − ea,1(n))} = µη,s

√
2

π

1√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

[ζ2(n) − ζ12(n)]

= µη,s

√
2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)η̄o(n). (3.59)

Usando a hipótese T5, como esses termos são iguais, a igualdade de (3.54) é garantida.

Usando (3.57) em (3.55) chega-se a um intervalo para o passo de adaptação

|E {[1 − µη,s|ea,2(n) − ea,1(n)|]}| =

∣∣∣∣∣1 − µη,s

√
2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

∣∣∣∣∣ < 1, (3.60)

ou seja,

0 < µη,s <

√
2π√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
. (3.61)
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Assim, a escolha do passo µη,s no intervalo (3.61) garante a validade de T1 em regime. Cabe

observar que com esse algoritmo, assim como com o η-LMS, a escolha do passo de adaptação

depende de características do cenário de filtragem. Isso ocorre pois o intervalo para o passo

de adaptação é limitado por um valor que envolve os termos ∆ζ1(n) e ∆ζ2(n).

Para usar a expressão (3.7) com o objetivo de se obter um modelo para o EMSE da

combinação, é necessário ainda obter uma expressão para σ2
η(n). A seguir, é feito o cálculo do

momento de segunda ordem para obtenção dessa expressão.

Momento de segunda ordem

A expressão para σ2
η(n) é obtida elevando (3.52) ao quadrado. Novamente, como r(n)

é assumido independente dos outros termos e E {r(n)} = 0, assumindo a hipótese T1, a

esperança do quadrado de (3.52) pode ser aproximada por

E
{
η̃2(n + 1)

}
≈ E

{
A2

}
+ E

{
B2

}
+ E

{
C2

}
+ E

{
D2

}
+ E {2BC} . (3.62)

Os termos de (3.62) são calculados a seguir.

Termo E {A2}: Usando T2 e T3, o termo E {A2} é dado por

E
{
A2

}
= E

{
[1 − µη,s|ea,2(n) − ea,1(n)|]2 η̃2(n)

}

≈ E
{[

1 + µ2
η,s|ea,2(n) − ea,1(n)|2 − 2µη,s|ea,2(n) − ea,1(n)|

]}
E

{
η̃2(n)

}
. (3.63)

Usando (3.57) e considerando que |x|2 = x2 para x ∈ R, chega-se a

E
{
A2

}
≈

[
1 + µ2

η,s [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)] − 2µη,s

√
2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

]
E

{
η̃2(n)

}
. (3.64)

Termo E {B2}: Lembrando que para uma variável x real, |x|2 = x2, o termo E {B2} é

calculado como

E
{
B2

}
= E

{
η̄2

o(n)µ2
η,s|ea,2(n) − ea,1(n)|2

}
≈ η̄2

o(n)µ2
η,s[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]. (3.65)

Termo E {C2}: O termo E {C2} é dado por

E
{
C2

}
= E

{
µ2

η,se
2
a,2(n)sign2 (ea,2(n) − ea,1(n))

}
, (3.66)

que, considerando que sign2(n) = 1, pode ser reescrito como

E
{
C2

}
= µ2

η,sζ2(n). (3.67)
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Termo E {D2}: Usando novamente o fato que sign2(n) = 1, o termo E {D2} é calculado

como

E
{
D2

}
= E

{
µ2

η,sr
2(n)sign2 (ea,2(n) − ea,1(n))

}
= µ2

η,sσ
2
r . (3.68)

Termo E {2BC}: Usando o fato que |x|sign(x) = x, obtém-se

E {2BC} = E
{
−2η̄o(n)µ2

η,s|ea,2(n) − ea,1(n)|sign (ea,2(n) − ea,1(n)) ea,2(n)
}

= −2η̄o(n)µ2
η,sE {[ea,2(n) − ea,1(n)] ea,2(n)}

= −2η̄o(n)µ2
η,s∆ζ2(n). (3.69)

Substituindo esses resultados em (3.62), chega-se a

σ2
η(n + 1) = E

{
η̃2(n + 1)

}

≈
[
1 + µ2

η,s [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)] − 2µη,s

√
2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

]
σ2

η(n)

− µ2
η,s

∆ζ2
2 (n)

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
+ µ2

η,s(ζ2(n) + σ2
r). (3.70)

Substituindo (3.70) em (3.7) e usando os resultados para ζi(n), i = 1,2 e ζ12(n) mostrados na

Seção 3.3, é possível obter o EMSE da combinação cujo parâmetro de mistura é adaptado com

o algoritmo signed regressor em qualquer instante de tempo.

3.5.2 Algoritmos normalizados

O algoritmo η-LMS para adaptação do parâmetro de mistura, assim como o algoritmo SR

faz com que seja necessária a estimação de parâmetros do cenário de filtragem para a escolha

de seus passos de adaptação. Isso pode ser notado através dos intervalos de passo de adaptação

(3.24) e (3.61) obtidos para o algoritmo η-LMS e para o SR, respectivamente. Em ambas as

expressões, aparece o termo [∆ζ1(n)+∆ζ2(n)], referente a potência do sinal [ea,2(n)−ea,1(n)],

que depende dos passos de adaptação dos filtros componentes, da potência do sinal de entrada,

da ordem dos filtros componentes, da presença ou não de ruído, dentre outros fatores. Para

facilitar a escolha do passo de adaptação da combinação (µη ou µη,s), uma alternativa é usar

algum tipo de normalização baseada na potência do sinal [ea,2(n)−ea,1(n)], que pode ser obtida

através do sinal [y1(n)−y2(n)], conforme mostrado em (3.15). Entretanto, [y1(n)−y2(n)] é um

sinal que tem uma grande variação a cada instante, o que inviabiliza sua utilização direta num

esquema de normalização [Bershad, 1986]. A fim de amenizar a variação de [y1(n) − y2(n)],

pode-se utilizar uma estimativa de seu valor ao quadrado, usando uma janela exponencial, ou

seja,

p(n) = νp(n − 1) + (1 − ν)[y1(n) − y2(n)]2, (3.71)
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em que 0 << ν < 1 é um fator de esquecimento. Uma idéia semelhante foi usada na adaptação

do parâmetro α(n) da combinação convexa em [Azpicueta-Ruiz et al., 2008] e é revisitada na

Seção 1.2.1 (Eq. (1.27)). Com isso, p(n) é capaz de fornecer uma estimativa da potência de

[y1(n) − y2(n)] com uma variação instantânea muito mais lenta.

A seguir, é considerada a utilização de p(n) para a normalização do algoritmo η-LMS e do

algoritmo SR.

Algoritmo power normalized

O intervalo para a escolha do passo µη do algoritmo η-LMS, obtido em (3.24), depende da

potência do sinal [y1(n) − y2(n)], dada por [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]. Assim, uma forma de tornar a

escolha do passo independente da potência de [y1(n) − y2(n)] é usar uma normalização com

base na estimativa da potência, considerando o passo de adaptação variável

µη(n) =
µ̃η

ǫ + p(n)
. (3.72)

Com isso, a adaptação de η(n) se torna

η(n + 1) = η(n) +
µ̃η

ǫ + p(n)
eg(n)[y1(n) − y2(n)], (3.73)

sendo ǫ uma constante positiva de pequeno valor. O algoritmo (3.73) é chamado de power

normalized (PN).

A análise do algoritmo PN envolve o cálculo dos momentos de primeira e segunda ordens

para a obtenção de um intervalo para o passo µ̃η e uma expressão para a variância σ2
η(n) a

fim de utilizar (3.7) para estimar o EMSE da combinação. A diferença entre o algoritmo PN

e o algoritmo η-LMS, analisado na Seção 3.2 é que o PN usa um passo de adaptação variável.

A variação do passo µη(n), no entanto, é pequena, pois o sinal p(n) varia lentamente devido à

utilização da janela exponencial com fator de esquecimento 0 << ν < 1. Assim, considerando

que a variação de µη(n) seja mais lenta que a dos sinais ea,i(n), i = 1,2, assume-se a seguinte

hipótese:

T6. µη(n) é independente de ea,i(n) i = 1,2 em todo instante de tempo.

Com a hipótese T6, a análise do algoritmo PN é semelhante à análise do algoritmo η-LMS.

A diferença entre as duas análises é que, enquanto para o algoritmo η-LMS aparecem ter-

mos envolvendo o passo constante µk
η, k = 1,2, para o PN aparecerão termos envolvendo

E{µk
η(n)}, k = 1,2, já que µη(n) agora é variável. Assim a análise do PN pode ser feita a

partir de uma extensão direta dos resultados da Seção 3.2. Para isso, é necessário calcular os

momentos de primeira e segunda ordens de p(n).
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Calculando a esperança de ambos os lados de (3.71), obtém-se

E {p(n)} = νE {p(n − 1)} + (1 − ν)E
{
[y1(n) − y2(n)]2

}
. (3.74)

Como p(n) varia lentamente, devido ao fator de esquecimento ν ≈ 1,

E
{
pk(n)

}
≈ E

{
pk(n − 1)

}
, k = 1,2. (3.75)

Usando a aproximação (3.75), (3.74) pode ser reescrita como

E {p(n)} = E
{
[y1(n) − y2(n)]2

}
. (3.76)

Como o termo [y1(n) − y2(n)] é equivalente a [ea,2(n) − ea,1(n)], chega-se a

E {p(n)} = ∆ζ1(n) + ∆ζ2(n). (3.77)

O momento de segunda ordem é obtido elevando (3.71) ao quadrado e calculando a espe-

rança de ambos os lados, obtendo-se

E
{
p2(n)

}
= ν2E

{
p2(n − 1)

}
+ (1 − ν)2E

{
[y1(n) − y2(n)]4

}

+ 2ν(1 − ν)E
{
p(n − 1)[y1(n) − y2(n)]2

}
. (3.78)

Usando (3.75) e considerando que p(n) varia lentamente em comparação com [y1(n)− y2(n)]2,

o último termo do lado direito de (3.78) pode ser aproximado por

2ν(1 − ν)E
{
p(n − 1)[y1(n) − y2(n)2]

}
≈ 2ν(1 − ν)E {p(n)}E

{
[y1(n) − y2(n)]2

}
. (3.79)

Substituindo (3.79) em (3.78) e considerando que (1 − ν)2 é um termo muito pequeno já que

ν ≈ 1, chega-se a

(1 + ν)E
{
p2(n)

}
≈ 2νE {p(n)}E

{
[y1(n) − y2(n)]2

}
. (3.80)

Considerando que 2ν ≈ 1 + ν e substituindo (3.77) em (3.80), obtém-se

E
{
p2(n)

}
≈ [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]2. (3.81)

O intervalo do passo de adaptação µ̃η pode ser obtido através de uma expressão equivalente

a (3.23). Fazendo µη = µη(n), obtém-se

∣∣E
{
1 − µη(n) [ea,2(n) − ea,1(n)]2

}∣∣ = |1 − E {µη(n)} [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]| < 1, (3.82)
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ou seja,

0 < E {µη(n)} <
2

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
. (3.83)

A esperança de µη(n) pode ser aproximada por [Sayed, 2003, pág. 304]

E {µη(n)} ≈ µ̃η

ǫ + E {p(n)} . (3.84)

Em geral, essa aproximação não é muito realista. No entanto, nesse caso é possível verificar

através dos resultados de simulação que é uma aproximação razoável. Substituindo (3.77) em

(3.84), obtém-se

E {µη(n)} ≈ µ̃η

ǫ + ∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
. (3.85)

Substituindo (3.85) em (3.83) e considerando que ǫ << ∆ζ1(n)+∆ζ2(n), chega-se ao intervalo

para o passo µ̃η dado por

0 < µ̃η < 2. (3.86)

Portanto, a escolha do passo de adaptação µ̃η do algoritmo PN é facilitada, já que não depende

de parâmetros do cenário de filtragem.

O comportamento do EMSE da combinação obtido adaptando o parâmetro de mistura

com o PN também pode ser estimado através de (3.7). Para isso é necessário obter uma

expressão para σ2
η(n) para esse algoritmo. No entanto, essa expressão pode ser obtida a partir

da extensão do resultado obtido para o algoritmo η-LMS. Assumindo T6, uma expressão

equivalente a (3.38) para o algoritmo PN é dada por

σ2
η(n + 1) ≈

{
1 + 3E

{
µ2

η(n)
}

[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]2

− 2E {µη(n)} [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]
}

σ2
η(n)

+ E
{
µ2

η(n)
}

σ2
r [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]

+ E
{
µ2

η(n)
} [

ζ1(n)ζ2(n) − ζ2
12(n)

]
. (3.87)

O resultado para o termo E {µη(n)} foi obtido em (3.85) e o momento de segunda ordem de

µη(n), de maneira análoga, pode ser aproximado por

E
{
µ2

η(n)
}
≈

µ̃2
η

ǫ2 + 2ǫE {p(n)} + E {p2(n)} . (3.88)
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Substituindo (3.77) e (3.81) em (3.88), obtém-se

E
{
µ2

η(n)
}
≈

µ̃2
η

ǫ2 + 2ǫ[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)] + [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]2

=

[
µ̃η

ǫ + ∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

]2

= [E {µη(n)}]2 . (3.89)

Denotando

µ̄η(n) , E {µη(n)} (3.90)

e substituindo (3.85) e (3.89) em (3.87), obtém-se

σ2
η(n + 1) ≈

{
1 + 3µ̄2

η(n)[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]2

− 2µ̄η(n)[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]
}
σ2

η(n)

+ µ̄2
η(n)σ2

r [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]

+ µ̄2
η(n)

[
ζ1(n)ζ2(n) − ζ2

12(n)
]
. (3.91)

Substituindo (3.91) em (3.7) e usando os resultados para ζi(n), i = 1,2 e ζ12(n) mostrados

na Seção 3.3, é possível obter o EMSE da combinação adaptada com o algoritmo PN em

qualquer instante de tempo. Uma vantagem desse algoritmo em relação ao η-LMS é que ele

não necessita da restrição de η(n) < 1. Isso ocorre devido à normalização, que faz com que a

variação de η(n) obtida com a adaptação através do PN seja reduzida, mesmo no início das

iterações.

Algoritmo normalized signed regressor

De maneira análoga, o intervalo para escolha do passo do algoritmo (3.47) depende raiz

quadrada da potência de [y1(n) − y2(n)]. Assim, uma forma de tornar a escolha do passo de

adaptação independente da potência é usar o passo variável

µη,s(n) =
µ̃η,s

ǫ +
√

p(n)
, (3.92)

sendo η(n) adaptado através de

η(n + 1) = η(n) +
µ̃η,s

ǫ +
√

p(n)
eg(n)sign(y1(n) − y2(n)), (3.93)

onde ǫ é uma constante positiva de pequeno valor. O algoritmo (3.93) é chamado de normalized

signed regressor (NSR).

Assumindo uma hipótese semelhante a T6 para µη,s(n), a análise de (3.93) pode ser feita a
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partir da extensão dos resultados obtidos para o SR, na Seção 3.5.1. Nesse caso, são necessários

os momentos de primeira e segunda ordens de
√

p(n).

O momento de segunda ordem de
√

p(n) é dado pela Equação (3.77), já que E{
√

p2(n)} =

E{p(n)}. O cálculo do momento de primeira ordem, dado por E{
√

p(n)} requer uma aproxi-

mação para a função distribuição de probabilidade de
√

p(n). Entretanto, para valores de ν

suficientemente próximos de 1, o momento de primeira ordem pode ser aproximado por

E
{√

p(n)
}
≈

√
E {p(n)} =

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n), (3.94)

conforme mostrado na Figura 3.8. Nessa figura, são comparados os resultados experimentais

de E{
√

p(n)} com os resultados obtidos usando a aproximação
√

E{p(n)}. Para a obtenção

dos resultados, é utilizado um sinal [y1(n)−y2(n)] gaussiano, de média nula e variância 2×10−3.

Pode-se notar que para valores de ν suficientemente próximos de 1, a aproximação tem um valor

muito próximo do resultado experimental. Uma escolha razoável é fazer ν = 0,99, obtendo

uma boa aproximação e um bom comportamento da combinação, conforme será mostrado

nos resultados de simulação. O resultado é semelhante para outros valores de variância de

[y1(n) − y2(n)].
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)}

Experimental
Aproximação

Figura 3.8: Comparação entre o valor experimental de E{
√

p(n)} e o valor obtido com a apro-
ximação

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n) para diferentes valores de ν, com o sinal [y1(n)−y2(n)] gaussiano

com variância ∆ζ1(n) + ∆ζ2(n) = 2 × 10−3.

O intervalo do passo de adaptação pode ser obtido usando o resultado de (3.60), obtendo-se

|E {[1 − µη,s(n)|ea,2(n) − ea,1(n)|]}| =

∣∣∣∣∣1 − E {µη,s(n)}
√

2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

∣∣∣∣∣ < 1, (3.95)

ou seja,

0 < E {µη,s(n)} <

√
2π√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
. (3.96)
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Assim como no caso do PN, a esperança de µη,s(n) pode ser aproximada por

E {µη,s(n)} ≈ µ̃η,s

ǫ + E
{√

p(n)
} . (3.97)

Substituindo (3.94) em (3.97), obtém-se

E {µη,s(n)} ≈ µ̃η,s

ǫ +
√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
. (3.98)

Substituindo (3.98) em (3.96) e considerando que ǫ <<
√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n) chega-se a

0 < µ̃η,s <
√

2π. (3.99)

Assim como no PN, a escolha do passo de adaptação do algoritmo NSR também é facilitada,

já que não depende de parâmetros do cenário de filtragem.

Para a análise do EMSE da combinação, uma expressão de σ2
η(n) pode ser obtida usando

o resultado de (3.70), ou seja,

σ2
η(n + 1) ≈

[
1 + E

{
µ2

η,s(n)
}

[∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]

− 2E {µη,s(n)}
√

2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

]
σ2

η(n)

− E
{
µ2

η,s(n)
} ∆ζ2

2(n)

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
+ E

{
µ2

η,s(n)
}

(ζ2(n) + σ2
r). (3.100)

O momento de primeira ordem de µη,s(n) foi obtido em (3.98) e o momento de segunda ordem

pode ser obtido usando uma aproximação semelhante, ou seja,

E
{
µ2

η,s(n)
}
≈

µ̃2
η,s

ǫ2 + 2ǫE
{√

p(n)
}

+ E {p(n)}
. (3.101)

Substituindo (3.77) e (3.94) em (3.101), obtém-se

E
{
µ2

η,s(n)
}
≈

µ̃2
η,s

ǫ2 + 2ǫ
√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n) + ∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

=

[
µ̃η,s

ǫ +
√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

]2

= [E {µη,s(n)}]2 . (3.102)

Denotando

µ̄η,s(n) , E {µη,s(n)} (3.103)
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e usando (3.98) e (3.102) em (3.100), chega-se a

σ2
η(n + 1) ≈

[
1 + µ̄2

η,s(n) [∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)]

− 2µ̄η,s(n)

√
2

π

√
∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

]
σ2

η(n)

− µ̄2
η,s(n)

∆ζ2
2(n)

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)
+ µ̄2

η,s(n)(ζ2(n) + σ2
r). (3.104)

3.5.3 Resumo dos algoritmos propostos

A partir do algoritmo η-LMS, obtido através do uso do gradiente estocástico, foram pro-

postas três formas de adaptação alternativas. A primeira delas é baseada numa normalização

instantânea parcial do sinal [y1(n) − y2(n)], originando o algoritmo signed regressor. Em se-

guida, com base no algoritmo η-LMS e no SR, foram propostos dois algoritmos normalizados,

utilizando uma janela exponencial, fazendo com que os intervalos de escolha de seus passos de

adaptação não dependam de parâmetros do cenário de filtragem. Com essa normalização, a

partir do algoritmo η-LMS, obteve-se o power normalized e a partir do SR obteve-se o norma-

lized signed regressor. Na Tabela 3.2, é mostrado um resumo dos algoritmos com as equações

de atualização de η(n) e os intervalos para escolha de seus passos de adaptação, sendo p(n)

calculado por (3.71).

Tabela 3.2: Resumo dos algoritmos para adaptação de η(n) e respectivos intervalos para
escolha do passo de adaptação

Alg. η(n + 1) Passo de adaptação

η-LMS η(n) + µηeg(n)[y1(n) − y2(n)] 0 < µη <
2

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

Limitar η(n) ≤ 1

SR η(n) + µη,seg(n)sign(y1(n) − y2(n)) 0 < µη,s <

√
2π√

∆ζ1(n) + ∆ζ2(n)

PN η(n) +
µ̃η

ǫ + p(n)
eg(n)[y1(n) − y2(n)] 0 < µ̃η < 2

NSR η(n) +
µ̃η,s

ǫ +
√

p(n)
eg(n)sign(y1(n) − y2(n)) 0 < µ̃η,s <

√
2π

3.5.4 Resultados de simulação

O algoritmo signed regressor, através do uso da função sign(y1(n) − y2(n)) permite que se

obtenha uma maior velocidade na adaptação de η(n) durante o chaveamento entre os filtros

componentes, com um passo suficientemente pequeno para que o desempenho da combinação
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nos instantes iniciais não seja tão prejudicado. Na Figura 3.9, são mostrados os resultados

para a combinação de dois filtros LMS com os mesmos parâmetros usados na Figura 3.6, mas

usando o algoritmo signed regressor, com µη,s = 0,025. Pode-se verificar que a combinação

apresenta um desempenho próximo ao universal tanto nos instantes iniciais de convergência

quanto nos instantes de chaveamento entre os filtros componentes. Esse comportamento é

causado pelo uso da função sign(y1(n)− y2(n)), que faz uma espécie de normalização do sinal

[y1(n)− y2(n)] permitindo um ajuste único no passo de adaptação tanto nos instantes iniciais,

quando y1(n)−y2(n) é um valor grande, quanto nos instantes de chaveamento e regime, quando

[y1(n) − y2(n)] é um valor pequeno.
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Figura 3.9: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. Adaptação com o
algoritmo SR. M = 7, σ2

v = 0,01, µ1=0,01, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e solução
ótima wo,1 com potência 1/M . Média de 500 realizações com µη,s = 0,025. Valores teóricos
tracejados.

Nas Figuras 3.10 e 3.11, são mostrados os resultados da combinação de dois filtros LMS

usando os algoritmos PN e NSR, respectivamente. As condições das simulações são as mesmas

da Figura 3.9. Para o algoritmo PN, µ̃η = 0,003, ν = 0,99 e ǫ = 1 × 10−3 e para o NSR,

µ̃η,s = 0,003, ν = 0,99 e ǫ = 0,1. Pode-se notar que o desempenho da combinação em ambos

os casos é próximo ao universal.

Na Figura 3.12, são reunidos os resultados do parâmetro de mistura obtidos nas Figuras 3.6,

3.9, 3.10 e 3.11. Pode-se notar que o algoritmo SR, o PN e o NSR têm um desempenho

superior ao algoritmo η-LMS, principalmente nos instantes iniciais, onde são capazes de ficar

mais próximos ao valor do parâmetro de mistura ótimo. É possível verificar ainda que o

algoritmo NSR têm um desempenho ligeiramente superior aos algoritmos PN e do sinal durante

o chaveamento entre os filtros componentes já que, como pode ser observado na figura, o

algoritmo NSR é capaz de atingir o valor do parâmetro de mistura ótimo alguns instantes

antes dos algoritmos PN e do sinal. Nas simulações realizadas, foi possível verificar que a
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escolha dos passos de adaptação µ̃η e µ̃η,s e da constante ǫ para os algoritmos PN e NSR não

é um problema. Os algoritmos conseguem manter um comportamento adequado para uma

faixa de valores de µ̃η, µ̃η,s e ǫ e apresentam um desempenho melhor que o η-LMS diante de

variações no cenário de filtragem.
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Figura 3.10: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. Adaptação com
o algoritmo PN. M = 7, σ2

v = 0,01, µ1=0,01, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e
solução ótima wo,1 com potência 1/M . Média de 500 realizações com µ̃η = 0,003, ν = 0,99 e
ǫ = 1 × 10−3. Valores teóricos tracejados.
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Figura 3.11: Combinação afim de µ1-LMS e µ2-LMS no caso estacionário. Adaptação com
o algoritmo NSR. M = 7, σ2

v = 0,01, µ1=0,01, µ2 = δLLµ1 e δLL = 0,1. Entrada branca e
solução ótima wo,1 com potência 1/M . Média de 500 realizações com µ̃η,s = 0,003, ν = 0,99 e
ǫ = 0,1. Valores teóricos tracejados.



3.6 Conclusões 76

0 2 4 6 8

x 10
4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

iterações

E
{η

(n
)}

Ótimo
η−LMS
SR
PN
NSR

Figura 3.12: Comportamento do parâmetro de mistura obtido com os diferentes tipos de
adaptação considerados. Comparação entre os resultados mostrados nas Figuras 3.6, 3.9, 3.10
e 3.11.

3.6 Conclusões

Neste capítulo, foi feita uma análise de transitório de um dos algoritmos de adaptação

de η(n) propostos em [Bershad et al., 2008]. A análise é capaz de mostrar que em alguns

casos, a escolha do passo de adaptação µη para obter um comportamento da combinação

próximo do universal nem sempre é simples. Em algumas situações, a combinação necessita

de um passo grande o suficiente para garantir o comportamento próximo ao universal durante

o chaveamento entre os filtros componentes, principalmente quando os níveis de EMSE dos

filtros componentes são muito distintos. Entretanto, um passo de adaptação com valor muito

alto faz com que a variação de η(n) seja muito grande no início da convergência, o que faz com

que a combinação tenha um comportamento inferior ao universal nos instantes iniciais. Em

situações desse tipo, a escolha do passo de adaptação envolve o compromisso entre manter o

comportamento da combinação mais próximo do universal nos instantes de chaveamento entre

filtros e em regime ou nos instantes iniciais, à medida que são usados passos com valor grande

ou pequeno respectivamente.

Com base nesse resultado, foi proposto o algoritmo SR. Esse algoritmo faz uma norma-

lização instantânea parcial do passo de adaptação µη, através do módulo de [y1(n) − y2(n)].

Através da análise de transitório, pode-se notar que essa normalização é capaz de facilitar a

escolha do passo de adaptação para manter o compromisso entre o comportamento próximo

ao universal nos instantes iniciais e nos instantes de chaveamento entre filtros e em regime.

Além disso, como a normalização faz uma espécie de ajuste no passo de adaptação de acordo

com a situação dos filtros componentes, esse algoritmo não necessita da restrição de η(n) < 1

para evitar a divergência nos instantes iniciais. Isso faz com que seja possível obter um valor

mais próximo do ótimo no início da convergência, que em geral é um valor um pouco maior
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que 1.

Ainda foram propostos outros dois algoritmos, baseados no algoritmo η-LMS e no SR,

denominados PN e NSR. Esses dois algoritmos usam um esquema de normalização baseado

numa estimativa de [y1(n)− y2(n)]2. A vantagem desse tipo de normalização é que o intervalo

de escolha do passo de adaptação obtido, ao contrário do algoritmo usado inicialmente e do

SR, não depende de parâmetros do cenário de filtragem, o que facilita a escolha do passo e

melhora o comportamento da combinação diante de situações com parâmetros variáveis como

a relação sinal-ruído, por exemplo. As análises feitas para o algoritmo usado inicialmente e

para o SR foram estendidas para o PN e o NSR sendo obtida uma boa concordância entre os

valores teóricos e os valores experimentais.

Os três algoritmos, SR, PN e NSR são capazes de fazer com que o comportamento da

combinação seja mais próximo do universal nas situações em que o algoritmo η-LMS apresenta

problemas e conforme os resultados de simulação obtidos, a diferença entre o valor esperado

do parâmetro de mistura é muito pequena entre os três algoritmos.



Capítulo 4

Estratégias para inicialização do CMA

Neste capítulo, considera-se a combinação afim de equalizadores CMA com mesmo passo

de adaptação mas com inicializações diferentes. Inicialmente, é feita uma comparação en-

tre o comportamento da combinação afim e o da combinação convexa através de simulações

simples nessa aplicação. Com base nesses resultados, é proposto o uso de uma transferência

de coeficientes da combinação afim para os filtros componentes com o objetivo de melhorar

o comportamento do esquema. Por fim, são apresentados alguns resultados preliminares na

aplicação dessa combinação para equalizadores com mais coeficientes.

4.1 Combinações de CMA com diferentes inicializações

O CMA é um algoritmo que tem seu desempenho muito dependente da inicialização dos

coeficientes [Johnson Jr. et al., 1998]. Assim, é interessante considerar a combinação de algo-

ritmos CMA com inicializações diferentes para tentar evitar a convergência para um mínimo

local. Nesse contexto, a combinação afim pode ser vantajosa em relação à combinação convexa,

já que a primeira possibilita uma liberdade maior na variação do parâmetro de mistura.

Para comparar o comportamento das combinações afim e convexa, foi considerada a trans-

missão de um sinal binário (±1), através do canal de comunicação [Ding e Li, 2001]

H(z) =
1

1 + 0,6z−1
. (4.1)

A escolha de usar um canal IIR (infinite impulse response) de primeira ordem, apesar de não

ser muito realista, permite o cálculo da solução ótima com precisão e a representação gráfica da

trajetória dos coeficientes dos filtros componentes e da combinação num plano, o que facilita

a comparação entre o desempenho dos algoritmos e combinações. Nesse caso, existem duas

soluções ótimas, dadas por

wT

o,1 = [1 0,6] (4.2)

78



4.1 Combinações de CMA com diferentes inicializações 79

e

wT

o,2 = [−1 −0,6] . (4.3)

A solução ótima wo,2 recupera o sinal transmitido a menos de um fator multiplicativo de -1

mas é possível contornar o problema utilizando modulação diferencial. Lembrando que a saída

de um filtro componente é calculada como

yi(n) = uT (n)wi(n − 1) (4.4)

e a saída da combinação é calculada como

y(n) = η(n)y1(n) + [1 − η(n)]y2(n), (4.5)

é possível obter uma expressão para os vetor de coeficientes equivalentes da combinação, tal

que

y(n) = uT (n)weq(n − 1), (4.6)

calculando

weq(n) = η(n)w1(n) + [1 − η(n)]w2(n), (4.7)

o que permite a visualização da trajetória dos coeficientes das combinações.

As simulações foram realizadas considerando uma relação sinal-ruído de 25 dB e fazendo

a adaptação da combinação afim através do algoritmo PN. Analogamente, na combinação

convexa, foi usado o método normalizado de [Azpicueta-Ruiz et al., 2008]. Além disso, na

adaptação do parâmetro de mistura da combinação convexa também foi usado o erro de

decisão ed(n) no lugar de e(n), como feito para a combinação afim. Assim, o parâmetro α(n)

da combinação convexa é adaptado através de

α(n) = α(n − 1) +
µ̃α

ǫ + p(n)
η(n)[1 − η(n)]ed(n), (4.8)

sendo µ̃α o passo de adaptação e p(n) calculado por (3.71).

Na Figura 4.1, são mostrados os resultados obtidos para a trajetória média dos coeficientes,

EMSE e parâmetro de mistura das combinações afim e convexa, com os filtros componentes

inicializados em wT

1 (0) = [0,05 −0,4] e wT

2 (0) = [1 0], denominada “Situação 1” de iniciali-

zação. Na Figura 4.1-(a), também estão representadas as curvas de nível da função custo do

CMA para o cenário considerado. Os pontos de mínimo global, obtidos com as soluções ótimas

wo,1 e wo,2, estão identificados como MG e os pontos de mínimo local estão identificados como

ML. Com essa inicialização, o comportamento das duas combinações foi semelhante nas 103

realizações consideradas. O filtro i1-CMA convergiu para um mínimo local, com EMSE de

aproximadamente -5 dB e o filtro i2-CMA convergiu para um mínimo global, obtendo EMSE

de aproximadamente -22 dB. Ambas as combinações acompanharam o filtro i2-CMA. Em re-
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gime, a combinação convexa apresentou um desempenho igual ao do filtro i2-CMA enquanto

a combinação afim apresentou um desempenho próximo, com cerca de -21 dB de EMSE. Isso

ocorre pois a combinação convexa considera o uso do parâmetro de mistura universal ηu(n)

(Eq. (1.26) pág. 8), que é arredondado para 0 ou 1 à medida que η(n) atinge uma certa pro-

ximidade de 0 ou 1. Essa diferença não é significativa na comparação, já que é possível definir

um parâmetro de mistura universal de forma análoga para a combinação afim. No transitó-

rio, pode-se notar que os coeficientes da combinação afim fazem uma trajetória diferente da

trajetória feita pelos coeficientes da combinação convexa. Isso faz com que a combinação afim

seja capaz de apresentar uma pequena vantagem na velocidade de convergência. Esse compor-

tamento é possível devido à inexistência da restrição do parâmetro de mistura, que adquire

valor negativo no início da convergência conforme pode ser constatado na Figura 4.1-(c).

Nas Figuras 4.2 e 4.3, são mostrados os resultados considerando o mesmo cenário, mas

inicializando os filtros componentes em wT

1 (0) = [0,05 0,4] e wT

2 (0) = [−0,6 0,4], denominada

“Situação 2” de inicialização. Nesse caso, em 412 das 103 realizações, o comportamento das

combinações foi semelhante ao obtido com a inicialização na situação anterior, conforme pode

ser visto na Figura 4.2. Entretanto, um comportamento interessante ocorreu nas outras 588

realizações conforme mostrado na Figura 4.3. Nessas realizações, ambos os filtros componentes

convergiram para um mínimo local, obtendo EMSE em regime de aproximadamente -5 dB. No

entanto, nos instantes iniciais da convergência do filtro i2-CMA, este fica próximo do mínimo

global, chegando a obter um EMSE de cerca de -9 dB durante algumas poucas iterações. Diante

desse cenário, a combinação convexa é capaz de acompanhar o melhor filtro, apresentando

um desempenho próximo ao universal. A combinação afim, no entanto, apresenta uma grande

variação na trajetória média dos coeficientes no início da convergência, fazendo com que fiquem

próximos da solução ótima durante um número maior de iterações. Isso possibilita obter um

EMSE menor que o EMSE dos filtros componentes, como pode ser visto na Figura 4.3-(b).

Em regime, a combinação afim acaba retornando e convergindo para um mínimo local, porém

parece fazer um esforço para sair dessa situação, já que E {η(n)} → −200.

O comportamento da combinação afim diante de uma situação semelhante à mostrada na

Figura 4.3 motiva o estudo de alguma forma para aproveitar o ganho de EMSE nos instantes

iniciais com o objetivo de evitar a convergência para um mínimo local. Uma das formas de

aproveitar esse comportamento, é utilizar um esquema de transferência de coeficientes da com-

binação para os filtros componentes, o que pode evitar a convergência dos filtros componentes

e da combinação para um mínimo local.



4.1 Combinações de CMA com diferentes inicializações 81

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Sit. 1 (103)

w
0

w
1

MG

MG

ML ML

(a)

i
1
−CMA

i
2
−CMA

Afim
Convexa

w
1
 (0) 

w
2(0) 

0 0.5 1 1.5
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

iterações (x 104)

E
M

S
E

 (
dB

)

Sit. 1 (103)

(b)

0 0.5 1 1.5
−0.5

0

0.5

iterações (x 104)

E
{η

(n
)}

Sit. 1 (103)

(c)

Figura 4.1: Combinações afim (PN com µ̃η = 0,4; ν = 0,9 e ǫ = 5× 10−5) e convexa (PN com
µ̃α = 0,2, α+ = 4, ǫC = 0,2, ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5) de i1-CMA e i2-CMA com inicializações
diferentes. Sinal de entrada binário, M = 2, SNR de 25 dB e µ1 = µ2 = 0,0016. Vetores
de coeficientes dos filtros inicializados em wT

1 (0) = [0,05 −0,4] e wT

2 (0) = [1 0]. Canal IIR
definido por (4.1). Média de 103 realizações.
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Figura 4.2: Combinações afim (PN com µ̃η = 0,4; ν = 0,9 e ǫ = 5× 10−5) e convexa (PN com
µ̃α = 3, α+ = 4, ǫC = 0,2, ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5) de i1-CMA e i2-CMA com inicializações
diferentes. Sinal de entrada binário, M = 2, SNR de 25 dB e µ1 = µ2 = 0,0016. Vetores de
coeficientes dos filtros inicializados em wT

1 (0) = [0,05 0,4] e wT

2 (0) = [−0,6 0,4]. Canal IIR
definido por (4.1). Média de 412 realizações de um total de 103.
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Figura 4.3: Combinações afim (PN com µ̃η = 0,4; ν = 0,9 e ǫ = 5× 10−5) e convexa (PN com
µ̃α = 3, α+ = 4, ǫC = 0,2, ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5) de i1-CMA e i2-CMA com inicializações
diferentes. Sinal de entrada binário, M = 2, SNR de 25 dB e µ1 = µ2 = 0,0016. Vetores de
coeficientes dos filtros inicializados em wT

1 (0) = [0,05 0,4] e wT

2 (0) = [−0,6 0,4]. Canal IIR
definido por (4.1). Média de 588 realizações de um total de 103.
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4.2 A transferência de coeficientes

Em [Arenas-García et al., 2003], para melhorar o desempenho da combinação de mais

de dois algoritmos LMS, foi proposta a adaptação dos coeficientes do filtros componentes

considerando a transferência de uma proporção dos coeficientes da combinação, ou seja,

wi(n) = ̺[wi(n − 1) + µie(n)u(n)] + (1 − ̺)weq(n − 1), (4.9)

sendo 0 < ̺ < 1 uma constante que determina a proporção da transferência de coeficientes.

Essa idéia pode ser usada no caso em questão para aproveitar o comportamento da combinação

afim durante os instantes iniciais da convergência.

Na Figura 4.4, são mostrados os resultados obtidos com a combinação afim usando a

transferência de coeficientes no mesmo cenário considerado nas Figuras 4.2 e 4.3. Os filtros

componentes foram inicializados na Situação 2 e os coeficientes da combinação afim foram

transferidos na adaptação dos filtros componentes, segundo (4.9) com ̺ = 0,7. Como pode

ser observado, nas 103 realizações, a transferência de coeficientes fez com que a trajetória dos

coeficientes dos filtros componentes mudasse de direção, convergindo para o mínimo global

apesar da inicialização desfavorável. Como a transferência de coeficientes é feita para ambos

os filtros, o desempenho destes torna-se semelhante e o desempenho da combinação acaba

ficando próximo ao dos filtros componentes, com η(n) ≈ 1.

A utilização da transferência de coeficientes com a combinação convexa nesse caso, não

oferece nenhuma vantagem, já que a combinação converge diretamente para o mínimo local.

Esse resultado pode ser observado na Figura 4.5. Pode-se notar que a transferência de co-

eficientes altera o comportamento do filtro i2-CMA, fazendo com que este convirja para o

mínimo local, apresentando um desempenho semelhante ao do filtro i1-CMA. Como os filtros

componentes ficam com desempenhos semelhantes, a combinação convexa acaba obtendo esse

mesmo desempenho, com η(n) ≈ 0.
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Figura 4.4: Combinação afim (PN com µ̃η = 0,4; ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5) de i1-CMA
e i2-CMA com inicializações diferentes e usando a transferência de coeficientes dos filtros
componentes para a combinação com ̺ = 0,7. Sinal de entrada binário, M = 2, SNR de 25 dB
e µ1 = µ2 = 0,0016. Vetores de coeficientes dos filtros inicializados em wT

1 (0) = [0,05 0,4] e
wT

2 (0) = [−0,6 0,4]. Canal IIR definido por (4.1). Média de 103 realizações.
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Figura 4.5: Combinação convexa (PN com µ̃α = 3, α+ = 4, ǫC = 0,2, ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5)
de i1-CMA e i2-CMA com inicializações diferentes e usando a transferência de coeficientes dos
filtros componentes para a combinação com ̺ = 0,7. Sinal de entrada binário, M = 2, SNR de
25 dB e µ1 = µ2 = 0,0016. Vetores de coeficientes dos filtros inicializados em wT

1 (0) = [0,05 0,4]
e wT

2 (0) = [−0,6 0,4]. Canal IIR definido por (4.1). Média de 103 realizações.
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4.3 Comportamento em equalizadores com mais coeficien-

tes

Conforme os resultados apresentados, é possível melhorar o desempenho da combinação de

equalizadores CMA usando a combinação afim de filtros com inicializações diferentes. Num

caso mais realista, considerando equalizadores com maior número de coeficientes, fica mais

difícil visualizar um comportamento semelhante ao obtido quando usados dois coeficientes

apenas. Além da dificuldade de representação dos coeficientes dos filtros no caso de maior

número de coeficientes, é difícil encontrar uma situação de inicialização que faça com que os

filtros componentes apresentem um comportamento semelhante ao mostrado na Figura 4.3,

onde um dos filtros componentes passa perto de um mínimo global e acaba convergindo para

um mínimo local. Entretanto, através de simulações, verificou-se que o uso da combinação

afim no caso de filtros com mais coeficientes e inicializações diferentes pode ser vantajoso para

aproveitar o desempenho do filtro componente com a inicialização mais favorável.

Na Figura 4.6, são mostrados os resultados obtidos com a combinação afim usando o canal

[Silva et al., 2002]

hT
3 = [ 0,6364 0,5733 0,5160 ],

para filtros componentes com M = 11 coeficientes. Foi considerada entrada binária e os filtros

componentes foram inicializados com um vetor pino na quarta posição para o filtro i1-CMA

e na décima primeira posição para o filtro i2-CMA. É possível verificar que a inicialização do

filtro i1-CMA é mais adequada que a do filtro i2-CMA e a combinação afim apresenta um

desempenho próximo ao do filtro com a inicialização mais adequada. Ainda nesse cenário,

foram feitas outras simulações considerando outras inicializações e a combinação, nos casos

testados, sempre apresentou comportamento semelhante, acompanhando o filtro componente

com inicialização mais adequada. Dentre as inicializações testadas, não foi observado nenhum

caso em que a combinação afim fosse capaz de apresentar um desempenho superior ao dos

filtros componentes, como mostrado nas simulações com dois coeficientes.

Na Figura 4.7, são mostrados os resultados obtidos usando o canal

hT
1 = [ 0,1 0,3 1,0 −0,1 0,5 0,2 ]

e relação sinal-ruído de 25 dB, para filtros componentes com M = 4 coeficientes e usando

sobreamostragem de fator S = 2. Foi considerada entrada binária e os filtros componentes

foram inicializados em wT

1 (0) = [0 −1 −0,5 0] e wT

2 (0) = [0 0 1 0,8]. Devido à utilização

de sobreamostragem nesse caso, os equalizadores tendem a obter o mesmo nível de EMSE

independentemente de sua inicialização, variando apenas a velocidade de convergência. Como

pode ser notado, o comportamento da combinação é semelhante ao observado na Figura 4.6,

mas com os filtros componentes convergindo para um mesmo nível de EMSE.

Nesses casos, também foram feitas simulações para a combinação convexa e verificou-se



4.3 Comportamento em equalizadores com mais coeficientes 88

0 1 2 3

x 10
4

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

iterações

E
M

S
E

 (
dB

)
(a)

 

 

i
1
−CMA

i
2
−CMA

Combinação

0 1 2 3

x 10
4

0.9975

0.998

0.9985

0.999

0.9995

1

iterações

E
{η

(n
)}

(b)

Figura 4.6: Combinação afim (PN com µ̃η = 5 × 10−4; ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5) de i1-CMA e
i2-CMA com inicializações diferentes. Sinal de entrada binário, M = 11 e µ1 = µ2 = 0,0025.
Filtro i1-CMA inicializado com um vetor pino com um elemento unitário na quarta posição e
i2-CMA inicializado com um vetor pino com um elemento unitário na décima primeira posição.
Canal h3. Média de 103 realizações.
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Figura 4.7: Combinação afim (PN com µ̃η = 5 × 10−4; ν = 0,9 e ǫ = 5 × 10−5) de i1-CMA e
i2-CMA com inicializações diferentes. Sinal de entrada binário, M = 4 com sobreamostragem
de fator S = 2 e µ1 = µ2 = 0,0016. Vetor de coeficientes dos filtros inicializados em wT

1 (0) =
[0 −1 −0,5 0] e wT

2 (0) = [0 0 1 0,8]. Canal h1 com SNR de 25 dB. Média de 103 realizações.

que o comportamento é semelhante, fazendo com que a combinação obtenha um desempenho

próximo ao do filtro componente com inicialização mais favorável. Foram feitos também testes

com a transferência de coeficientes, tanto para a combinação afim como para a combinação

convexa e verificou-se que ela melhora o desempenho do filtro com inicialização menos fa-

vorável, fazendo com que ambos os filtros componentes e a combinação obtenham o mesmo

desempenho do filtro com melhor inicialização.
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4.4 Conclusões

Neste capítulo, foram feitos testes experimentais da combinação afim de dois equalizadores

CMA com inicializações diferentes e os resultados foram comparados em relação aos obtidos

com a combinação convexa. Considerando um cenário simples, com equalizadores com dois

coeficientes, é possível verificar que ambas as combinações podem ser utilizadas com o objetivo

de aproveitar o desempenho em regime do filtro componente com a inicialização mais favorável.

Entretanto, a combinação afim apresenta uma vantagem devido à maior liberdade oferecida

na adaptação do parâmetro de mistura, o que faz com que o vetor de coeficientes apresente

uma grande variação no início da convergência, possibilitando uma velocidade de convergência

um pouco maior que a obtida com a combinação convexa.

Foi mostrado ainda que a combinação afim, em alguns casos, pode ser usada para evitar a

convergência para um mínimo local. A variação inicial do vetor de coeficientes da combinação

pode ser aproveitada, usando a transferência de coeficientes, para ajudar os filtros componentes

a convergirem na direção de um mínimo global. Entretanto, quando utilizada a transferência

de coeficientes, o desempenho dos filtros componentes e o da combinação tendem a ficar muito

próximos e nesse caso não ocorre ganho de EMSE na combinação afim. O motivo pelo qual

o ganho deixa de ocorrer será tratado num trabalho futuro, podendo estar relacionado com

a velocidade de convergência do parâmetro de mistura da combinação, que é extremamente

baixa devido à semelhança no desempenho dos filtros componentes. Isso prejudica a eficiência

do algoritmo em termos de custo computacional, já que após a convergência, o funcionamento

do segundo filtro componente é redundante, pois seu desempenho passa a ser igual ao do

primeiro.

Num cenário mais realista, considerando equalizadores mais longos, é possível verificar o

funcionamento da combinação no sentido de aproveitar a inicialização mais favorável mas é

difícil encontrar alguma situação onde a variação dos coeficientes da combinação afim possa

trazer alguma vantagem como no caso de dois coeficientes. Essas características devem ser

estudadas com mais profundidade à medida que a influência da inicialização no desempenho

dos filtros componentes e os fatores que influenciam a variação da combinação afim são questões

ainda em aberto.



Capítulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

O projeto de filtros adaptativos envolve a escolha de parâmetros fixos, como o passo de

adaptação para algoritmos do tipo LMS ou o fator de esquecimento para algoritmos do tipo

RLS. A escolha desses parâmetros tem que levar em conta um compromisso entre velocidade

de convergência do filtro e nível de erro em regime. A combinação de filtros surgiu como uma

forma de melhorar esse compromisso à medida que se pode combinar um filtro de convergência

rápida com um filtro com menor nível de erro em regime. Nesse contexto, a combinação con-

vexa de dois algoritmos LMS de [Arenas-García et al., 2006a] se mostrou uma boa alternativa.

Entretanto, através de uma análise para obter o parâmetro de mistura ótimo da combinação,

constatou-se que em alguns casos ele pode ser um número negativo, o que não é possível de ser

obtido com a combinação convexa. Foi proposta então, em [Bershad et al., 2008] a combinação

afim de dois algoritmos LMS, uma generalização da combinação convexa de [Arenas-García

et al., 2006a] e que permite que o parâmetro de mistura adquira valores negativos.

Nesta dissertação, a combinação afim foi estendida para os algoritmos NLMS, RLS e para o

CMA, considerando entrada branca ou colorida e ambientes estacionários ou não-estacionários.

Foi feita uma análise unificada em regime e do transitório da combinação afim dos algoritmos

considerados. A partir dessa análise, verificou-se que a combinação afim oferece no mínimo o

mesmo desempenho que a combinação convexa e, em alguns casos, apresenta algumas vanta-

gens.

O ponto crítico da combinação afim é a maneira como é feita a adaptação do parâmetro de

mistura. Na combinação convexa, é utilizada uma variável auxiliar que passa por uma função

sigmoidal, mantendo o parâmetro de mistura no intervalo [0, 1]. Com isso é possível restringir a

variável auxiliar a um determinado conjunto de valores máximo e mínimo, o que torna possível

utilizar um passo de adaptação com valor elevado, melhorando a universalidade da combinação.

No caso da combinação afim, entretanto, não há restrição. Isso faz com que a combinação possa

apresentar alguns problemas devido à grande variação do gradiente utilizado na adaptação.

Dentre os problemas, pode-se citar a divergência no início das iterações, a grande variação

no valor do parâmetro de mistura e problemas com relação à universalidade da combinação.

Para contornar esses problemas, foi feita uma análise do transitório da combinação e foram

90
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propostas outras formas de adaptação do parâmetro de mistura.

Uma outra aplicação da combinação de algoritmos é a combinação de equalizadores CMA

com inicializações diferentes. Como o desempenho do CMA depende da forma como o algo-

ritmo foi inicializado, essa combinação é uma alternativa para evitar a convergência para um

mínimo local.

A dissertação foi estruturada em cinco capítulos, sendo o Capítulo 2 relacionado com a

análise em regime, o Capítulo 3 com a análise de transitório e o Capítulo 4 com a combinação

de equalizadores CMA com inicializações diferentes. Na Tabela 5.1, são listados os principais

tópicos abordados em cada capítulo e as conclusões são apresentadas a seguir.

Tabela 5.1: Tópicos abordados na dissertação.

Capítulo Tópicos principais

- Propriedades da combinação afim

2 - Implementação prática para obtenção do ganho de EMSE

- Possibilidade de ganho de EMSE maior que 3 dB

3

- Algoritmo η-LMS

- Algoritmo signed regressor (SR)

- Algoritmo power normalized (PN)

- Algoritmo normalized signed regressor (NSR)

4

- Combinações afim e convexa de equalizadores CMA de dois coe-
ficientes com inicializações distintas

- Transferência de coeficientes

- Combinações de equalizadores com mais coeficientes

Análise em regime

Através da análise em regime, verificou-se as seguintes propriedades da combinação afim:

• o EMSE da combinação afim é sempre menor que o mínimo EMSE dos filtros compo-

nentes;

• quando o EMSE dos filtros componentes têm valores semelhantes, a combinação afim

oferece um ganho de até 3 dB em relação ao mínimo EMSE dos filtros componentes.

Essa situação pode ocorrer

– no caso estacionário ou não estacionário, quando os passos de adaptação (ou fatores

de esquecimento) dos filtros componentes são próximos. Nesse caso, o valor do

parâmetro de mistura ótimo da combinação é um valor com módulo muito grande,

menor que 0 ou maior que 1, na maioria dos casos;
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– no caso não estacionário, com passos de adaptação distintos. Nesse caso, o valor

do parâmetro de mistura ótimo é geralmente positivo, situado no intervalo [0, 1].

A diferença entre o desempenho das combinações afim e convexa ocorre quando o valor

do parâmetro de mistura ótimo se torna negativo ou quando o valor do parâmetro de mistura

ótimo é maior que 1. Assim, quando os passos de adaptação (ou fatores de esquecimento) dos

filtros componentes são próximos, a combinação afim é capaz de oferecer um ganho de EMSE

de até 3 dB, enquanto a combinação convexa tem seu desempenho limitado pelo mínimo EMSE

dos filtros componentes.

Em relação ao ganho obtido com a combinação, concluiu-se que:

• o ganho de EMSE da combinação não é uma situação ótima, apesar de ser mais favorável

do que não obter ganho algum. No caso não-estacionário, o EMSE, em termos absolu-

tos, é mínimo quando um dos filtros componentes é adaptado com passo (ou fator de

esquecimento) ótimo, situação na qual a combinação afim ou convexa tem o desempenho

igual ao do filtro componente ótimo, não oferecendo ganho algum. No caso estacionário,

se fixados os parâmetros de um dos filtros, é possível verificar que o ganho de EMSE da

combinação aumenta até o limite de 3 dB à medida que o EMSE do segundo filtro se

aproxima do EMSE do primeiro filtro. Apesar do aumento do ganho, o EMSE da combi-

nação em termos absolutos é menor à medida que o EMSE do segundo filtro é reduzido

em relação ao EMSE do primeiro filtro. Nesse caso, deve-se levar em conta ainda o com-

promisso entre velocidade de convergência e nível de EMSE em regime pois à medida

que o EMSE do segundo filtro é diminuído, sua velocidade de convergência também é

diminuída, influenciando diretamente na velocidade de convergência da combinação;

• o uso da combinação afim com filtros componentes com passos de adaptação (ou fatores

de esquecimento) próximos faz com que a combinação apresente uma velocidade de

convergência extremamente lenta. Nesse caso, pode-se fixar o parâmetro de mistura da

combinação, usando o valor analítico, sendo possível obter o ganho de EMSE com a

mesma velocidade de convergência dos filtros componentes;

• o ganho oferecido pela combinação afim pode ser aumentado considerando uma combina-

ção global de combinações componentes. Entretanto, verificou-se que o ganho oferecido

por essa segunda combinação em relação ao EMSE das combinações componentes é

aproximadamente igual a 1,26 dB, o que sugere que existe um limite de ganho de EMSE

máximo que pode ser obtido se o esquema for estendido.

Análise de transitório

Com relação às formas de adaptação do parâmetro de mistura, concluiu-se que:
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• em alguns casos, a adaptação da combinação afim com o algoritmo η-LMS não é capaz

de fazer com que a combinação tenha um comportamento próximo ao universal;

• a utilização da normalização instantânea parcial na adaptação, com o algoritmo sig-

ned regressor se mostrou, nas simulações realizadas, uma boa opção para melhorar a

universalidade da combinação;

• os algoritmos normalizados PN e NSR fazem com que a combinação afim obtenha um

desempenho próximo ao obtido com o SR, sendo facilitada a escolha do passo de adap-

tação, que não depende de parâmetros do cenário de filtragem.

Combinação de equalizadores CMA com inicializações diferentes

Nesse contexto, concluiu-se que:

• a combinação afim é uma alternativa vantajosa em relação à combinação convexa. A

maior liberdade na adaptação do parâmetro de mistura pode permitir que o vetor de

coeficientes da combinação apresente uma variação maior, possibilitando sair de regiões

de mínimos locais;

• através do uso da transferência de coeficientes, pode-se aumentar as chances de um filtro

componente conseguir sair de uma região de mínimo local;

• numa aplicação mais realista, considerando filtros componentes com maior número de

coeficientes, foram feitos testes preliminares e verificou-se que ambas as combinações

são capazes de oferecer um desempenho próximo ao do filtro componente com melhor

inicialização. Nesse caso, a transferência de coeficientes altera apenas o comportamento

do filtro com a inicialização mais desfavorável, fazendo com que seu desempenho seja

próximo ao do outro filtro componente e ao da combinação.

Trabalhos futuros

Diante das contribuições e conclusões expostas, existem algumas possibilidades de trabalhos

futuros. Dentre elas, destacam-se:

TF1 estudo sobre as causas do ganho de EMSE no caso de filtros componentes com EMSE

próximos;

TF2 cálculo do limite de ganho de EMSE no caso estacionário;

TF3 estudo sobre como obter um ganho de EMSE da combinação no caso de equalizadores

CMA com inicializações diferentes;
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TF4 análise e implementação da combinação afim de mais de dois filtros;

TF5 extensão da análise de transitório da combinação afim para o caso de combinações de

filtros de famílias diferentes;

TF6 cálculo de uma expressão mais precisa para a variância do parâmetro de mistura, sem

considerar a hipótese T1 (pág. 48);

TF7 cálculo de uma expressão mais precisa para a matriz de covariância do vetor de erro de

coeficientes do RLS;

TF8 comparação do desempenho da combinação em relação ao desempenho de algoritmos de

passo variável;

TF9 extensão das análises para o caso complexo.

Cabe observar que o TF9 tem um interesse especial em equalização, onde são usados sinais

complexos.
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Apêndice A

Utilização do random-walk model em

equalização

Na análise de algoritmos adaptativos no caso não-estacionário, é comum assumir o random-

walk model, que considera uma solução ótima variante no tempo, segundo o modelo

wo(n) = wo(n − 1) + q(n), (A.1)

sendo q(n) um vetor i.i.d. independente das condições iniciais {wo(0), w(0) e de {u(l), d(l)}
para todo l [Sayed, 2003, Sec. 7.4]. A aplicação desse modelo num cenário de equalização,

entretanto, não é direta, já que a solução ótima wo(n) geralmente não é conhecida. A seguir,

será considerada uma forma equivalente de utilização do random-walk model numa aplicação

de equalização, visando obter o mesmo EMSE, sem a necessidade do conhecimento da solução

ótima.

Como definido no Capítulo 1, o EMSE ζi(n) de um filtro i é calculado como

ζi(n) = E
{
e2

a,i(n)
}

, (A.2)

sendo

ea,i(n) = uT (n)w̃i(n − 1). (A.3)

Lembrando que w̃i(n) = wo(n) −wi(n), (A.3) pode ser reescrita como

ea,i(n) = uT (n) [wo(n − 1) − wi(n − 1)] . (A.4)
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A partir de (A.1), é possível obter uma expressão para wo(n) de forma iterativa, ou seja,

wo(1) = wo(0) + q(1)

wo(2) = wo(0) + q(1) + q(2)

...

wo(n) = wo(0) +

n∑

l=1

q(l). (A.5)

De forma análoga, usando a expressão de atualização dos coeficientes do filtro

wi(n) = wi(n − 1) + ρi(n)Mi(n)e(n)u(n), (A.6)

obtém-se

wi(1) = wi(0) + ρi(1)Mi(1)e(1)u(1)

wi(2) = wi(0) + ρi(1)Mi(1)e(1)u(1) + ρi(2)Mi(2)e(2)u(2)

...

wi(n) = wi(0) +
n∑

l=1

ρi(l)Mi(l)e(l)u(l). (A.7)

Substituindo (A.5) e (A.7) em (A.4), obtém-se

ea,i(n) = uT (n)

{
wo(0) +

n−1∑

l=1

q(l) −
[
wi(0) +

n−1∑

l=1

ρi(l)Mi(l)e(l)u(l)

]}
, (A.8)

que pode ser reescrita como

ea,i(n) = uT (n)





wo(0) −
[
wi(0) +

n−1∑

l=1

(
ρi(l)Mi(l)e(l)u(l) − q(l)

)]

︸ ︷︷ ︸
w

(q)
i (n−1)





. (A.9)

É possível mostrar, de forma iterativa, que w
(q)
i (n) pode ser calculado através de

w
(q)
i (n) = w

(q)
i (n − 1) + ρi(n)Mi(n)e(n)u(n) − q(n), (A.10)

com w
(q)
i (0) = wi(0).

Comparando (A.9) com (A.4), é possível notar que o ea,i(n) não será modificado se a

solução ótima for considerada constante, ou seja, wo(n − 1) = wo(0) e se a adaptação dos
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coeficientes do filtro for feita segundo (A.10), ou seja,

wi(n) = wi(n − 1) + ρi(n)Mi(n)e(n)u(n) − q(n). (A.11)

Assim, é possível usar o random-walk model sem a necessidade do conhecimento da solução

ótima wo(n), considerando o vetor q(n) na adaptação dos coeficientes segundo (A.11), obtendo

o mesmo erro a priori e, conseqüentemente, o mesmo EMSE.



Apêndice B

Expressão do EMSE cruzado em regime

para o NLMS

Uma expressão para

ζ12(∞) , lim
n→∞

E {ea,1(n)ea,2(n)} (B.1)

pode ser obtida a partir do cálculo de E {w̃T

1 (n)w̃2(n)}. No NLMS, o vetor de coeficientes do

filtro i é adaptado através de

wi(n) = wi(n − 1) +
µ̃i

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)ei(n). (B.2)

Subtraindo ambos os lados de (B.2) de wo(n) e usando o random-walk model (Eq. (1.12),

pág. 5), obtém-se

w̃i(n) = w̃i(n − 1) + q(n) − µ̃i

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)ei(n). (B.3)

Usando (B.3) para calcular w̃T

1 (n)w̃2(n), obtém-se

w̃T

1 (n)w̃2(n) = w̃T

1 (n − 1)w̃2(n − 1) + w̃T

1 (n − 1)q(n) − w̃T

1 (n − 1)
µ̃2

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)e2(n)

+ qT (n)w̃2(n − 1) + qT (n)q(n) − qT (n)
µ̃2

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)e2(n)

− µ̃1

ǫN + ‖u(n)‖2
uT (n)e1(n)w̃2(n − 1) − µ̃1

ǫN + ‖u(n)‖2
uT (n)e1(n)q(n)

+
µ̃1

ǫN + ‖u(n)‖2
uT (n)e1(n)

µ̃2

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)e2(n). (B.4)
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Calculando a esperança de ambos os lados de (B.4) e considerando que q(n) é independente

de w̃i(n), de u(n) e de ei(n) e que E {q(n)} = 0, chega-se a

E {w̃T

1 (n)w̃2(n)} = E {w̃T

1 (n − 1)w̃2(n − 1)}

− E

{
w̃T

1 (n − 1)
µ̃2

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)e2(n)

}

+ E {qT (n)q(n)}

− E

{
µ̃1

ǫN + ‖u(n)‖2
uT (n)e1(n)w̃2(n − 1)

}

+ E

{
µ̃1

ǫN + ‖u(n)‖2
uT (n)e1(n)

µ̃2

ǫN + ‖u(n)‖2
u(n)e2(n)

}
. (B.5)

Considerando que ǫN << ‖u(n)‖2 e lembrando que

ei(n) = ea,i(n) + v(n), (B.6)

ea,i(n) = uT (n)w̃i(n − 1) = w̃T

i (n − 1)u(n) (B.7)

e

uT (n)u(n) = ‖u(n)‖2, (B.8)

(B.5) pode ser reescrita como

E {w̃T

1 (n)w̃2(n)} = E {w̃T

1 (n − 1)w̃2(n − 1)} − E

{
µ̃2

‖u(n)‖2
ea,1(n)ea,2(n)

}

+ E {qT (n)q(n)}

− E

{
µ̃1

‖u(n)‖2
ea,1(n)ea,2(n)

}

+ E

{
µ̃1µ̃2

‖u(n)‖2
ea,1(n)ea,2(n)

}

+ E

{
µ̃1µ̃2

‖u(n)‖2
v2(n)

}

− E

{
[µ̃2ea,1(n) + µ̃1ea,2(n)]

1

‖u(n)‖2
v(n)

}

− E

{
[ea,1(n) + ea,2(n)]

µ̃1µ̃2

‖u(n)‖2
v(n)

}
. (B.9)

Considerando que v(n) é independente de u(n) e de ea,i(n) e que E {v(n)} = 0, conclui-se que

as duas últimas parcelas do lado direito de (B.9) são nulas. Com isso, usando a aproximação

E

{
1

‖u(n)‖2
ea,1(n)ea,2(n)

}
≈ E {ea,1(n)ea,2(n)}

Tr(R)
=

ζ12(n)

Tr(R)
, (B.10)
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lembrando que E {||q(n)||2} = Tr(Q) e calculando o limn→∞ de ambos os lados de (B.9),

obtém-se

lim
n→∞

E {w̃T

1 (n)w̃2(n)} = lim
n→∞

E {w̃T

1 (n − 1)w̃2(n − 1)} + µ̃1µ̃2E

{
1

‖u(n)‖2

}
σ2

v

+
ζ12(∞)

Tr(R)
[µ̃1µ̃2 − µ̃1 − µ̃2] + Tr(Q). (B.11)

Em regime, vale a aproximação

ζ12(∞) = lim
n→∞

E {w̃T

1 (n)w̃2(n)} ≈ lim
n→∞

E {w̃T

1 (n − 1)w̃2(n − 1)} . (B.12)

Usando (B.12) em (B.11), obtém-se

ζ12(∞) =
Tr(R) [µ̃1µ̃2αuσ

2
v + Tr(Q)]

µ̃1 + µ̃2 − µ̃1µ̃2
, (B.13)

em que αu , E{1/‖u(n)‖2}. Para M suficientemente grande e sinal de entrada gaussiano, αu

pode ser estimado como 1/[σ2
u(M − 2)].



Apêndice C

Expressão do EMSE cruzado em regime

para o RLS

Em [Eleftheriou e Falconer, 1986], foi obtida uma expressão analítica para o EMSE em

regime do RLS. A seguir, esse resultado é estendido para a obtenção do EMSE cruzado da

combinação de dois algoritmos RLS.

Assumindo que u(n) é independente de w̃i(n−1), i = 1,2, o EMSE de um filtro componente

(ζi(n) = ζii(n), i = 1,2) ou o EMSE cruzado (ζ12(n)) pode ser obtido através da estimativa de

ζij(∞) , lim
n→∞

E{w̃T

i (n − 1)Rw̃j(n − 1)}, i,j = 1,2, (C.1)

sendo R , E{u(n)uT (n)} a matriz de autocorrelação do sinal de entrada e w̃i(n − 1) o vetor

de erro dos coeficientes do filtro i.

A equação de atualização dos coeficientes do filtro i com o algoritmo RLS é dada por

wi(n) = wi(n − 1) + R̂−1
i (n)u(n)ei(n), (C.2)

sendo

R̂i(n) = λiR̂i(n − 1) + u(n)uT (n) (C.3)

e

ei(n) = d(n) − uT (n)wi(n − 1). (C.4)

Multiplicando (C.2) à esquerda por R̂i(n), obtém-se

R̂i(n)wi(n) = R̂i(n)wi(n − 1) + u(n)ei(n). (C.5)
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Substituindo (C.3) e (C.4) em (C.5), chega-se a

R̂i(n)wi(n) = λiR̂i(n − 1)wi(n − 1) + u(n)d(n). (C.6)

Para prosseguir, é necessário assumir um modelo para o sinal desejado d(n) e para a variação

da solução ótima wo(n). Assume-se o modelo de regressão linear para o sinal desejado, ou

seja,

d(n) = uT (n)wo(n − 1) + v(n), (C.7)

sendo v(n) um ruído branco de média nula e variância σ2
v . Assume-se que solução ótima varia

de acordo com o random-walk model, dado por

wo(n) = wo(n − 1) + q(n), (C.8)

sendo q(n) um vetor aleatório de média nula, i.i.d., com matriz de covariância Q = E{q(n)qT (n)},
independente de u(m) para todo m ≤ n e das condições iniciais wo(0),wi(0).

Multiplicando (C.3) à direita por wo(n) e usando (C.8), chega-se a

R̂i(n)wo(n) = λiR̂i(n − 1)wo(n − 1) + u(n)uT (n)wo(n − 1)

+ λiR̂i(n − 1)q(n) + u(n)uT (n)q(n). (C.9)

Subtraindo (C.6) de (C.9) e substituindo d(n) pelo modelo (C.7), obtém-se

R̂i(n)[wo(n) − wi(n)] =λiR̂(n − 1)[wo(n − 1) − wi(n − 1)] − u(n)uT (n)wo(n − 1)

− u(n)v(n) + u(n)uT (n)wo(n − 1) + λiR̂(n − 1)q(n)

+ u(n)uT (n)q(n). (C.10)

Definindo o vetor de erro dos coeficientes w̃i(n) = wo(n)−wi(n), após algumas simplificações,

(C.10) se reduz a

R̂i(n)w̃i(n) = λiR̂i(n − 1)w̃i(n − 1) − u(n)v(n) + [λiR̂i(n − 1) + u(n)uT (n)]︸ ︷︷ ︸
bRi(n)

q(n). (C.11)

Multiplicando à esquerda por R̂−1
i (n), chega-se a

w̃i(n) = λiR̂
−1
i (n)R̂i(n − 1)w̃i(n − 1) − R̂−1

i (n)u(n)v(n) + q(n). (C.12)

Usando (C.12), é possível calcular limn→∞ E{w̃T

i (n)Rw̃j(n)}, ou seja,
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lim
n→∞

E{w̃T

i (n)Rw̃j(n)} =

+ λiλj lim
n→∞

E{w̃T

i (n − 1)R̂i(n − 1)R̂−1
i (n)RR̂−1

j (n)R̂j(n − 1)w̃j(n − 1)}
︸ ︷︷ ︸

A

+ lim
n→∞

E{uT (n)R̂−1
i (n)RR̂−1

j (n)u(n)v2(n)}
︸ ︷︷ ︸

B

+ lim
n→∞

E{qT (n)Rq(n)}
︸ ︷︷ ︸

C

. (C.13)

Para simplificar, são apresentados em (C.13) apenas os termos não nulos. Como é assu-

mido que q(n) é um vetor i.i.d. de média nula, independente das condições iniciais e v(n) é

independente de u(n) e w̃(n) e também tem média nula, termos que dependem de E{v(n)} e

E{q(n)} são nulos e por isso não foram considerados em (C.13).

Na seqüência, aproximações para os termos A,B e C são obtidas. Para isso, são necessárias

algumas hipóteses.

Hipótese 1: Assume-se que em regime R̂i(n) ≈ R̂i(n − 1), ou seja,

R̂−1
i (n)R̂i(n − 1) ≈ I, quando n → ∞.

Usando a Hipótese 1, o termo A pode ser aproximado por

A ≈ lim
n→∞

E{w̃i(n − 1)Rw̃j(n − 1)} = ζij(∞). (C.14)

Cabe observar que em regime também vale a aproximação

lim
n→∞

E{w̃T

i (n)Rw̃j(n)} ≈ lim
n→∞

E{w̃T

i (n − 1)Rw̃j(n − 1)}. (C.15)

O termo C, por sua vez, é igual a Tr(QR) sendo Tr(·) o traço de uma matriz. Usando essas

aproximações, (C.13) pode ser reescrita como

(1 − λiλj)ζij(∞) = lim
n→∞

E{uT (n)R̂−1
i (n)RR̂−1

j (n)u(n)v2(n)}
︸ ︷︷ ︸

B

+Tr(QR). (C.16)

Observando (C.16), ainda é necessário encontrar uma aproximação para o termo B. Como

v(n) é independente de u(n), então

B ≈ lim
n→∞

E{uT (n)R̂−1
i (n)RR̂−1

j (n)u(n)}
︸ ︷︷ ︸

B1

σ2
v . (C.17)
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Basta agora encontrar uma aproximação para B1, o que é feito em detalhes na Seção C.1.

Usando o resultado dessa seção, o termo B pode ser aproximado por

B ≈ (1 − λi)(1 − λj)

(
1 +

(1 − λi)(1 − λj)

1 − λiλj
γu

)
Mσ2

v . (C.18)

Substituindo (C.18) em (C.16), chega-se a

ζij ≈
(1 − λi)(1 − λj)

(1 − λiλj)

(
1 +

(1 − λi)(1 − λj)

1 − λiλj
γu

)
Mσ2

v +
1

(1 − λiλj)
Tr(QR), (C.19)

sendo γu ,
σ2

u2

[σ2
u]2

. Se u(n) for gaussiano, γu = 2.

Assim, fazendo i = j obtém-se o resultado para o EMSE dos filtros componentes

ζii(∞) ≈ 1 − λi

1 + λi

(
1 +

1 − λi

1 + λi
γu

)
Mσ2

v +
1

1 − λ2
i

Tr(QR), i = 1,2 (C.20)

e fazendo i = 1 e j = 2, obtém-se o EMSE cruzado

ζ12(∞) ≈ (1 − λ1)(1 − λ2)

(1 − λ1λ2)

(
1 +

(1 − λ1)(1 − λ2)

1 − λ1λ2
γu

)
Mσ2

v +
1

(1 − λ1λ2)
Tr(QR). (C.21)

C.1 Expressão para o termo B1

O objetivo aqui é encontrar uma aproximação para o termo

B1 = lim
n→∞

E{uT (n)R̂−1
i (n)RR̂−1

j (n)u(n)}.

Tomando a esperança de ambos os lados de (C.3), obtém-se em regime a seguinte aproximação

lim
n→∞

E{R̂i(n)} ≈ 1

1 − λi
R. (C.22)

Dessa forma, um bom modelo para R̂i(n) é

R̂i(n) ≈ 1

1 − λi
R + R̃i(n), (C.23)

sendo R̃i(n) uma matriz de perturbação hermitiana de média nula.
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Usando o lema da inversão matricial1 em (C.23), chega-se a

R̂−1
i (n) = (1 − λi)R

−1 − (1 − λi)
2R−1

[
R̃−1

i (n) + (1 − λi)R
−1

]−1

R−1. (C.24)

Multiplicando (C.24) à direita por R, obtém-se

R̂−1
i (n)R = (1 − λi)I − (1 − λi)

2R−1
[
R̃−1

i (n) + (1 − λi)R
−1

]−1

. (C.25)

Lembrando da propriedade de matrizes A(B + C)−1 = (BA−1 + CA−1)−1, (C.25) pode ser

reescrita como

R̂−1
i (n)R = (1 − λi)I − (1 − λi)

2
[
R̃−1

i (n)R + (1 − λi)I
]−1

. (C.26)

Usando novamente o lema da inversão matricial, é possível verificar que

R̂−1
i (n)R = (1 − λi)

[
I + (1 − λi)R

−1R̃−1
i (n)

]−1

. (C.27)

Hipótese 2: Assume-se que

‖(1 − λi)R
−1R̃i(n)‖ < 1,

sendo ‖ · ‖ algum tipo consistente de norma.

Utilizando a Hipótese 2, vale a aproximação

[
(1 − λi)R

−1R̃i(n)
]−1

+ I ≈
[
(1 − λi)R

−1R̃i(n)
]−1

. (C.28)

Aplicando o lema da inversão matricial em
[
I + (1 − λi)R

−1R̃i(n)
]

e a aproximação (C.28),

chega-se a

R̂−1
i (n)R ≈ (1 − λi)

[
I − (1 − λi)R

−1R̃−1(n)
]
. (C.29)

Definindo-se a matriz Fi(n) , (1 − λi)R
−1R̃−1(n), (C.29) pode ser reescrita como

R̂−1
i (n)R ≈ (1 − λi) [I− Fi(n)] . (C.30)

Hipótese 3: Assume-se que Fi(n) é independente de u(n) e E{Fi(n)} = 0.

Note que Fi(n) representa a flutuação do produto R̂−1
i (n)R em torno da identidade.

1Seja A uma matriz tal que A = B
−1 +CD

−1
C

T . Segundo o lema da inversão matricial, sua inversa pode
ser calculada como [Sayed, 2003, pág. 67]

A
−1 = B − BC(D + C

T
BC)−1

C
T
B.
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Usando (C.30) e a Hipótese 3, o termo B1 pode ser reescrito como

B1 = lim
n→∞

E{uT (n)R̂−1
i (n)RR̂−1

j (n)u(n)} ≈

≈ (1 − λi)(1 − λj) lim
n→∞

E{uT (n)[I − Fi(n)][I − Fj(n)]R−1u(n)} ≈

≈ (1 − λi)(1 − λj) lim
n→∞

Tr(E{[I − Fi(n)][I − Fj(n)]}) (C.31)

Note que aqui se utilizou o fato de que E{R−1u(n)uT (n)} = I. Como E{Fi(n)} = 0,

Tr(E{[I − Fi(n)][I − Fj(n)]}) = Tr(I + E{Fi(n)Fj(n)}). (C.32)

Assim,

B1 ≈ (1 − λi)(1 − λj) lim
n→∞

Tr(I + E{Fi(n)Fj(n)}). (C.33)

Cabe observar que E{Fi(n)Fj(n)} = (1−λi)(1−λj)E{R−1R̃i(n)R−1R̃j(n)} não é fácil de

estimar e é dependente de estatísticas de quarta ordem do sinal de entrada. No entanto, em

situações específicas, é possível calcular uma aproximação para essa matriz. Supondo que o

sinal de entrada seja branco, pode-se assumir em regime que apenas os elementos da diagonal

de R, R̃i(n) e R̃j(n) são importantes para o cálculo do EMSE. Mesmo quando o sinal de

entrada não for branco, a importância dos elementos da diagonal pode ser considerada como

uma aproximação razoável na maior parte dos casos [Diniz, 2008].

Os elementos da diagonal principal de E{Fi(n)Fj(n)} podem ser aproximados por

E{fxx,i(n)fxx,j(n)} = (1 − λi)(1 − λj)
E{r̃xx,i(n)r̃xx,j(n)}

(σ2
u)

2
, (C.34)

sendo σ2
u a variância do sinal de entrada u(n) e r̃xx,i(n) os elementos da diagonal principal de

R̃i(n). Usando (C.23) e (C.3), é possível obter uma recorrência para r̃xx,i(n), ou seja,

r̃xx,i(n) = λr̃xx,i(n − 1) + u2(n − x) − rxx,i, (C.35)

sendo rii os elementos da diagonal principal da matriz R. Multiplicando por r̃xx,j(n) e tomando

a esperança, chega-se a

E{r̃xx,i(n)r̃xx,j(n)} = λiλjE{r̃xx,i(n − 1)r̃xx,j(n − 1)} + E{[u2(n − x) − rxx]
2}. (C.36)

Cabe observar que r̃xx,i e r̃xx,j têm média nula e são assumidos independentes de u(n). Em

regime, obtém-se

E{r̃xx,i(n)r̃xx,j(n)} =
1

1 − λiλj
E{[u2(n − x) − rxx]

2} =
1

1 − λiλj
σ2

u2 . (C.37)
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Substituindo (C.37) em (C.34), chega-se a

E{fxx,i(n)fxx,j(n)} =
(1 − λi)(1 − λj)

1 − λiλj

σ2
u

[σ2
u]

2

︸ ︷︷ ︸
γu

. (C.38)

Finalmente, usando (C.38), B1 pode ser aproximado por

B1 ≈ (1 − λi)(1 − λj)

(
1 +

(1 − λi)(1 − λj)

1 − λiλj
γu

)
M. (C.39)



Apêndice D

Expressões da matriz de covariância do

vetor de erro dos coeficientes

O objetivo é obter uma expressão analítica recorrente no caso estacionário para

Sij(n) = E
{
w̃i(n)w̃T

j (n)
}

, (D.1)

sendo

w̃i(n) = wo − wi(n) (D.2)

o vetor de erro dos coeficientes do filtro i e wo o vetor de coeficientes ótimos.

De modo unificado, a equação de adaptação dos coeficientes é dada por

wi(n) = wi(n − 1) + ρi(n)Mi(n)ei(n)u(n), (D.3)

com ρi(n), Mi(n) e e(n) referentes aos algoritmos considerados mostrados na Tabela D.1.

O erro de um filtro componente pode ser escrito de forma análoga ao erro da combinação

obtido na Equação (2.24) (pág. 20), ou seja,

ei(n) ≈ κ(n)ea,i(n) + ϕ(n), (D.4)

sendo κ(n) e ϕ(n) definidos na Tabela D.1 para os algoritmos considerados.

Tabela D.1: Parâmetros das expressões (D.3) e (D.4) para os algoritmos considerados.

Alg. ρi(n) M−1
i (n) ei(n) κ(n) ϕ(n)

LMS µi
I

NLMS µ̃i/
(
ǫN + ‖u(n)‖2

)
d(n) − yi(n) 1 v(n)

RLS 1 R̂i(n)

CMA µi I [r − y2
i (n)]yi(n) γ(n) β(n)

112
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Subtraindo ambos os lados de (D.3) da solução ótima wo, obtém-se

w̃i(n) = w̃i(n − 1) − ρi(n)Mi(n)ei(n)u(n). (D.5)

Substituindo (D.4) em (D.5) e lembrando que ea,i(n) = uT (n)w̃i(n − 1), chega-se a

w̃i(n) = w̃i(n − 1)︸ ︷︷ ︸
xi,1(n)

−ρi(n)κ(n)Mi(n)u(n)uT (n)w̃i(n − 1)︸ ︷︷ ︸
xi,2(n)

−ρi(n)ϕ(n)Mi(n)u(n)︸ ︷︷ ︸
xi,3(n)

. (D.6)

Substituindo (D.6) em (D.1), obtém-se

Sij(n) = E
{
xi,1(n)xT

j,1(n) + xi,1(n)xT

j,2(n) + xi,1(n)xT

j,3(n)

+ xi,2(n)xT

j,1(n) + xi,2(n)xT

j,2(n) + xi,2(n)xT

j,3(n)

+ xi,3(n)xT

j,1(n) + xi,3(n)xT

j,2(n) + xi,3(n)xT

j,3(n)
}
. (D.7)

Hipótese 1: Assume-se que w̃k(n), k = 1,2 é independente de u(n), κ(n) e ϕ(n) e que

E {w̃i(n)} = 0, i = 1,2.

Hipótese 2: Assume-se que ϕ(n) é independente de u(n) e κ(n).

Usando as Hipóteses 1 e 2, verifica-se que os termos E
{
xi,k(n)xT

j,3(n)
}

e E
{
xi,3(n)xT

j,k(n)
}
,

k = 1,2 são nulos. Assim, (D.7) se reduz a

Sij(n) ≈
A︷ ︸︸ ︷

E
{
xi,1(n)xT

j,1(n)
}

+

B︷ ︸︸ ︷
E

{
xi,2(n)xT

j,2(n)
}

+

C︷ ︸︸ ︷
E

{
xi,3(n)xT

j,3(n)
}

+ E
{
xi,1(n)xT

j,2(n)
}

︸ ︷︷ ︸
D

+ E
{
xi,2(n)xT

j,1(n)
}

︸ ︷︷ ︸
E

. (D.8)

O termo A é comum para todos os algoritmos considerados e é calculado como

A = E
{
xi,1(n)xT

j,1(n)
}

= E
{
w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)
}

= Sij(n − 1). (D.9)

Os termos B, C, D e E dependem do algoritmo utilizado na adaptação de w(n). A seguir,

esses termos são calculados para cada algoritmo considerado. No cálculo, u(n) é assumido

gaussiano e com essa hipótese vale o resultado [Haykin, 2002]

E {u(n)uT (n)Sij(n − 1)u(n)uT (n)} = 2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) , (D.10)

que é usado no cálculo dos termos a seguir.
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D.1 LMS

Para o LMS, consideram-se os parâmetros ρi(n), Mi(n), κ(n) e ϕ da Tabela D.1. Dessa

forma, os termos B, C, D e E são calculados a seguir.

Termo B: O termo B é dado por

B = E
{
µiµju(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)
}

, (D.11)

que pode ser reescrito, usando a esperança condicional, como [Papoulis, 1991]

B = µiµjE
{
E

{
u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)|u(n)
}}

= µiµjE {u(n)uT (n)Sij(n − 1)u(n)uT (n)} . (D.12)

Usando o resultado de (D.10) em (D.12), obtém-se

B = µiµj [2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1))] . (D.13)

Termo C: O termo C é dado por

C = E
{
µiµjv

2(n)u(n)uT (n)
}

= µiµjσ
2
vR. (D.14)

Termo D: O termo D é dado por

D = E
{
−µjw̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)
}
≈ −µjSij(n − 1)R. (D.15)

Termo E : O termo E é aproximado por

E = E
{
−µiu(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)
}
≈ −µiRSij(n − 1). (D.16)

Substituindo esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se

Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − µiRSij(n − 1) − µjSij(n − 1)R

+ µiµj

[
2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) + σ2

vR
]
. (D.17)

D.2 NLMS

No cálculo dos termos de Sij(n) para o NLMS são usadas as aproximações

E

{
u(n)uT (n)

uT (n)u(n)

}
≈ E {u(n)uT (n)}E

{
1

uT (n)u(n)

}
(D.18)
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e

E

{
u(n)uT (n)

[uT (n)u(n)]2

}
≈ E {u(n)uT (n)}E

{
1

[uT (n)u(n)]2

}
. (D.19)

Segundo [Costa e Bermudez, 2002], essas aproximações são razoáveis considerando que o nú-

mero de coeficientes dos filtros componentes seja grande (M > 30) e são equivalentes às

aproximações da teoria das médias de [Samson e Reddy, 1983].

Assumindo que u(n) é gaussiano, os seguintes resultados são válidos [Costa e Bermudez,

2002]

E

{
1

uT (n)u(n)

}
=

1

σ2
u(M − 2)

(D.20)

e

E

{
1

[uT (n)u(n)]2

}
=

1

σ4
u(M − 2)(M − 4)

, (D.21)

sendo σ2
u a variância do sinal de entrada u(n). Usando (D.20) e (D.21) em (D.18) e (D.19),

obtém-se

E

{
u(n)uT (n)

uT (n)u(n)

}
≈ R

σ2
u(M − 2)

(D.22)

e

E

{
u(n)uT (n)

[uT (n)u(n)]2

}
≈ R

σ4
u(M − 2)(M − 4)

. (D.23)

Com esses resultados, substituindo os parâmetros ρi(n), Mi(n), κ(n) e ϕ mostrados na

Tabela D.1, considerando que a constante ǫN é suficientemente pequena e lembrando que

||u(n)||2 = uT (n)u(n), os termos B, C, D e E são calculados a seguir.

Termo B: O termo B é dado por

B = E

{
µ̃iµ̃j

[uT (n)u(n)]2
u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)

}
. (D.24)

Usando a esperança condicional e considerando que [uT (n)u(n)]2 e o numerador de (D.24) são

pouco correlacionados para M suficientemente grande, é possível fazer a aproximação

B ≈ µ̃iµ̃jE

{
1

[uT (n)u(n)]2

}
E
{
E

{
u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)|u(n)
} }

.

Usando (D.21), chega-se a

B ≈ µ̃iµ̃j

σ4
u(M − 2)(M − 4)

E {u(n)uT (n)Sij(n − 1)u(n)uT (n)} . (D.25)

Usando o resultado de (D.10) em (D.25), obtém-se

B ≈ µ̃iµ̃j

σ4
u(M − 2)(M − 4)

[2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1))] . (D.26)
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Termo C: O termo C é dado por

C = E

{
µ̃iµ̃j

[uT (n)u(n)]2
v2(n)u(n)uT (n)

}
= µ̃iµ̃jσ

2
vE

{
u(n)uT (n)

[uT (n)u(n)]2

}
, (D.27)

que, usando (D.23), pode ser aproximado por

C ≈ µ̃iµ̃jσ
2
v

R

σ4
u(M − 2)(M − 4)

. (D.28)

Termo D: O termo D é dado por

D = E

{
− µ̃j

uT (n)u(n)
w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)

}

≈ −µ̃jSij(n − 1)E

{
u(n)uT (n)

uT (n)u(n)

}
, (D.29)

que pode ser aproximado, usando (D.22), por

D ≈ − µ̃j

σ2
u(M − 2)

Sij(n − 1)R. (D.30)

Termo E : O termo E é dado por

E = E

{
− µ̃i

uT (n)u(n)
u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)

}

≈ −µ̃iE

{
u(n)uT (n)

uT (n)u(n)

}
Sij(n − 1), (D.31)

que pode ser aproximado, usando (D.22), por

E ≈ − µ̃i

σ2
u(M − 2)

RSij(n − 1). (D.32)

Substituindo esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se

Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − µ̃i

σ2
u(M − 2)

RSij(n − 1) − µ̃j

σ2
u(M − 2)

Sij(n − 1)R

+
µ̃iµ̃j

σ4
u(M − 2)(M − 4)

[
2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) + σ2

vR
]
. (D.33)

D.3 RLS

Assumindo que R̂−1
i (n) varia pouco em relação a w̃i(n), i = 1,2 quando λi ≈ 1 e conside-

rando os parâmetros ρi(n), Mi(n), κ(n) e ϕ mostrados na Tabela D.1, os termos B, C, D e E
são calculados a seguir.
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Termo B: O termo B é dado por

B = E
{
R̂−1

i (n)u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)R̂−1
j (n)

}
, (D.34)

que pode ser reescrito, usando a esperança condicional, como [Papoulis, 1991]

B ≈ R̂−1
i (n)E

{
E

{
u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)|u(n)
} }

R̂−1
j (n)

≈ R̂−1
i (n)E {u(n)uT (n)Sij(n − 1)u(n)uT (n)} R̂−1

j (n), (D.35)

sendo

R̂−1
i (n) = E

{
R̂−1

i (n)
}

. (D.36)

Usando o resultado de (D.10) em (D.35), obtém-se

B ≈ R̂−1
i (n) [2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1))] R̂−1

j (n). (D.37)

Termo C: O termo C é dado por

C = E
{

v2(n)R̂−1
i (n)u(n)uT (n)R̂−1

j (n)
}
≈ σ2

vR̂
−1
i (n)RR̂−1

j (n). (D.38)

Termo D: O termo D é dado por

D = E
{
−w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)R̂−1
j (n)

}
≈ −Sij(n − 1)RR̂−1

j (n). (D.39)

Termo E : O termo E é dado por

E = E
{
−R̂−1

i (n)u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)
}
≈ −R̂−1

i (n)RSij(n − 1). (D.40)

É necessário, então, uma aproximação para R̂−1
i (n). Lembrando que a estimativa da matriz

de autocorrelação no filtro i é inicializada como

R̂i(0) = ǫRI (D.41)

e atualizada por

R̂i(n) = λiR̂i(n − 1) + u(n)uT (n). (D.42)
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É possível obter uma expressão para R̂i(n) de forma iterativa, ou seja,

R̂i(0) = ǫRI

R̂i(1) = λiǫRI + u(1)uT (1)

R̂i(2) = λ2
i ǫRI + λiu(1)uT (1) + u(2)uT (2)

...

R̂i(n) = λn
i ǫRI +

n∑

l=1

λn−l
i u(l)uT (l). (D.43)

Aplicando a esperança em (D.43), obtém-se

E
{
R̂i(n)

}
= λn

i ǫRI + R
1 − λn

i

1 − λi

. (D.44)

Para prosseguir, assume-se que E{R̂−1
i (n)} ≈ [E{R̂i(n)}]−1. Essa hipótese não é muito realista

mas evita o cálculo da inversa de (D.43) e mostrou ser um resultado razoável para o transitório

do EMSE nas simulações realizadas. O estudo de uma aproximação mais precisa será tratado

num trabalho futuro. Com isso,

R̂−1
i (n) ≈

[
E

{
R̂i(n)

}]−1

=

[
λn

i ǫRI + R
1 − λn

i

1 − λi

]−1

. (D.45)

Assim, usando esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se

Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − R̂−1
i (n)RSij(n − 1) − Sij(n − 1)RR̂−1

j (n)

+ R̂−1
i (n)

[
2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1)) + σ2

vR
]
R̂−1

j (n), (D.46)

em que R̂−1
i (n) é dado por (D.45).

D.4 CMA

Para o CMA, considerando os parâmetros ρi(n), Mi(n), κ(n) e ϕ mostrados na Tabela D.1,

os termos B, C, D e E são calculados a seguir.

Termo B: O termo B é dado por

B = E
{
µiµjγ

2(n)u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)
}

, (D.47)



Expressões da matriz de covariância do vetor de erro dos coeficientes 119

que pode ser reescrito, usando a esperança condicional, como [Papoulis, 1991]

B ≈ µiµjξE
{
E

{
u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)|u(n)
} }

≈ µiµjξE {u(n)uT (n)Sij(n − 1)u(n)uT (n)} , (D.48)

com ξ , E{γ2(n)}. Usando o resultado de (D.10) em (D.48), obtém-se

B ≈ µiµjξ [2RSij(n − 1)R + RTr (RSij(n − 1))] . (D.49)

Termo C: O termo C é dado por

C = E
{
µiµjβ

2(n)u(n)uT (n)
}
≈ µiµjσ

2
βR. (D.50)

Termo D: O termo D é aproximado por

D = E
{
−µjγ(n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)u(n)uT (n)
}
≈ −µjγ̄Sij(n − 1)R. (D.51)

Termo E : O termo E é dado por

E = E
{
−µiγ(n)u(n)uT (n)w̃i(n − 1)w̃T

j (n − 1)
}
≈ −µiγ̄RSij(n − 1). (D.52)

Substituindo esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se

Sij(n) ≈ Sij(n − 1) − µiγ̄RSij(n − 1) − µj γ̄Sij(n − 1)R

+ µiµj

[
2ξRSij(n − 1)R + ξRTr (RSij(n − 1)) + σ2

βR
]
. (D.53)


