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Resumo

A combinacao de algoritmos tem despertado interesse para melhorar o desempenho de
filtros adaptativos. Esse método consiste em combinar linearmente as saidas de dois filtros
operando em paralelo com passos de adaptacao diferentes para se obter um filtro com conver-
géncia rapida e um erro quadratico médio em excesso (EMSE - excess mean squared error)
reduzido. Nesse contexto, foi proposta a combinagao afim de dois algoritmos LMS (least-mean
square), cujo parametro de mistura nao fica restrito ao intervalo [0, 1] e por isso é considerada
como uma generalizacao da combinacao convexa. Neste trabalho, a combinacao afim de dois
algoritmos LMS é estendida para os algoritmos supervisionados NLMS (normalized LMS) e
RLS (recursive least squares) e também para equaliza¢ao autodidata, usando o CMA (constant
modulus algorithm). Foi feita uma anélise em regime da combinagao afim desses algoritmos de
forma unificada, considerando entrada branca ou colorida e ambientes estacionéarios ou nao-
estacionarios. Através dessa andlise, verificou-se que a combinacao afim de dois algoritmos da
mesma familia pode apresentar uma reducao de EMSE de até 3 dB em relagao ao EMSE de
seus filtros componentes e conseqiientemente ao EMSE da combinagao convexa. Para garantir
que a estimativa combinada seja pelo menos tao boa quanto a do melhor filtro componente,
foram propostos e analisados trés novos algoritmos para adaptacao do parametro de mistura.
Utilizando resultados da analise desses algoritmos em conjunto com os resultados da anélise
de transitorio de filtros adaptativos, analisou-se o comportamento transitério da combinagao
afim. Através de simulagoes, observou-se uma boa concordancia entre os resultados analiticos
e os de simulacao. No caso de equalizagao autodidata, também foi proposta uma combinagao
de dois equalizadores CMA com inicializagoes diferentes. Verificou-se através de simulagoes
que em alguns casos a combinacao afim é capaz de evitar a convergéncia para minimos locais

da funcao custo do médulo constante.

11



Abstract

In order to improve the performance of adaptive filters, the combination of algorithms
is receiving much attention in the literature. This method combines linearly the outputs of
two filters operating in parallel with different step-sizes to obtain an adaptive filter with fast
convergence and reduced excess mean squared error (EMSE). In this context, it was proposed
an affine combination of two least-mean square (LMS) filters, whose mixing parameter is not
restricted to the interval [0, 1]. Hence, the affine combination is a generalization of the convex
combination. In this work, the affine combination of two LMS algorithms is extended to the
supervised algorithms NLMS (normalized LMS) and RLS (recursive least squares), and also to
blind equalization, using the constant modulus algorithm (CMA). A steady-state analysis of
the affine combination of the considered algorithms is presented in a unified manner, assuming
white or colored inputs, and stationary or nonstationary environments. Through the analysis,
it was observed that the affine combination of two algorithms of the same family can provide
a 3 dB EMSE gain in relation to its best component filter and consequently in relation to the
convex combination. To ensure that the combined estimate is at least as good as the best
of the component filters, three new algorithms to adapt the mixing parameter were proposed
and analyzed. Using the analysis results of these algorithms in conjunction with the results of
the transient analysis of adaptive filters, the transient behavior of the affine combination was
analyzed. Through simulations, a good agreement between analytical and experimental results
was always observed. In the blind equalization case, a combination of two CMA equalizers
with different initializations was also proposed. The simulation results suggest that the affine

combination can avoid local minima of the constant modulus cost function.
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Capitulo 1

Introducao e formulacao do problema

Neste capitulo sao apresentados o contexto, as contribuigoes e a organizacao do trabalho.
Inicialmente é feita uma introducao a filtragem adaptativa e sao apresentadas as combinagoes
convexa e afim. Em seguida, sao descritas algumas propriedades basicas dessas combinagoes
e sao mostrados alguns resultados existentes na literatura. Por fim, sao apresentados os

objetivos, justificativa, contribui¢oes e a organizacao da dissertacao.

1.1 Uma breve introducao a filtragem adaptativa

Filtros adaptativos sao utilizados em diversas aplicacoes como equalizacao de canais de
comunicacao, identificagao de sistemas, cancelamento de eco actstico, controle ativo de ruido,
entre outras [Haykin, 2002]. Um esquema de um filtro adaptativo com resposta impulsiva de
duragao finita (FIR - finite impulse response) de M coeficientes é mostrado na Figura 1.1. O

sinal de saida y(n) é obtido através do produto interno entre o vetor regressor de entrada
un)=[un) un-1) -+ un-—M+1)]|"

e o vetor de coeficientes do filtro

win—1)=[wy(n—1) wi(n—1) -+ wy_1(n—1)],

T indica a transposicao de um vetor. A saida

ou seja, y(n) = u”(n)w(n — 1), sendo que (+)
y(n) representa a estimativa do sinal desejado d(n). O vetor de coeficientes ¢ entao atualizado
utilizando-se o erro e(n) = d(n) — y(n).

Algoritmos do tipo quase-Newton baseados na fungao custo do erro quadrético médio

atualizam o vetor de coeficientes do filtro da forma
w(n) =w(n—1)+ p(n)M(n)u(n)e(n), (1.1)
sendo p(n) um passo de adaptagao e M(n) uma matriz nao-singular de dimensao M x M.

1
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Figura 1.1: Filtro adaptativo do tipo FIR.

A partir de escolhas adequadas para p(n) e M(n) chega-se as equagbes de atualizacdo dos
coeficientes do filtro para diversos algoritmos. Com M(n) = I, é possivel obter o algoritmo

LMS (least-mean square) fazendo p(n) = p ou o NLMS (normalized LMS), fazendo

1

Ay oS TIEL

(1.2)
sendo I a matriz identidade, u e i os passos de adaptagao do LMS e NLMS respectivamente
e ey um fator de regularizacdo. Para obter o RLS (recursive least squares), p(n) =1 e M(n)
deve ser uma estimativa da inversa da matriz de autocorrelacao do sinal de entrada, definida

como

R = E{u(n)u” (n)}, (1.3)

em que E{-} representa o operador de esperanga matematica. O calculo da estimativa de

M~(n) = f{(n) é feito usando um fator de esquecimento A, ou seja,
M (n) = R(n) 2 AR(n — 1) + u(n)u”(n), (1.4)
com a inicializacao dada geralmente por
R(0) = ezl (1.5)

sendo € uma constante positiva de pequeno valor. A matriz M(n) é entao obtida aplicando-se
o lema da inversao matricial em (1.4) [Sayed, 2003, pag. 246|.

Existem aplicagoes em que o sinal desejado é desconhecido, como em equalizacao auto-
didata, conforme esquematizado na Figura 1.2. Nessa aplicacao, o objetivo é obter uma

estimativa a(n — 74) do sinal transmitido a(n) a partir do sinal recebido u(n). Idealmente,
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a(n — 74) e a(n) devem ser relacionados apenas por um atraso de 7, amostras.

Pl

a(n) u(n _ n __la(n-1y)
——» Canal ()> Equalizador y(')v Decisor ———»
n Funcéc
Estatisticas da(n) &) néo-li(ilear

Figura 1.2: Equalizacao autodidata.

Nesse caso, d(n) pode ser estimado através de estatisticas de ordem superior (HOS - high-
order statistics) do sinal transmitido. A fung¢ao custo do modulo constante é uma das mais
utilizadas na literatura e sua minimizagao da origem ao CMA (constant modulus algorithm),
proposto em [Godard, 1980]. A equagao de atualizagao do CMA pode ser escrita na forma
(1.1) com p = u, M(n) =T e e(n) = [r —y*(n)ly(n), sendo r uma constante que depende de

estatisticas de ordem superior do sinal transmitido, definida como

B}
= Bla(m)} (16)

Na Tabela 1.1, é mostrado um resumo dos parametros utilizados na Equagao (1.1) para os

r

algoritmos considerados.

Tabela 1.1: Parametros da Equacao (1.1) para os algoritmos LMS, NLMS, RLS e CMA.

Algoritmo. p(n) M '(n) e(n)
LMS I .
NLMS [/ (en + [lu(n)|?) d(n) —y(n)
RLS 1 R(n) = AR(n — 1) + u(n)u’(n)
CMA 1t I [r = y*(n)]y(n)

Embora seja comum utilizar a mesma notagao para os passos de adaptacao do LMS e do
CMA, os intervalos dos passos que asseguram a estabilidade e a convergéncia desses algo-
ritmos sao diferentes. No caso do LMS, o resultado é bem conhecido na literatura [Haykin,
2002, Sayed, 2003, Diniz, 2008|, enquanto para o CMA, hé alguns resultados restritos, como
por exemplo os resultados de [Silva e Nascimento, 2008a], onde é considerada a hipotese do
algoritmo ter sido inicializado préximo do vetor de coeficientes 6timos.

O desempenho de um filtro adaptativo pode ser avaliado por diversos fatores como precisao
da solugao em regime, velocidade de convergéncia, capacidade de tracking, custo computacio-
nal, robustez numérica, estabilidade, etc. [Haykin, 2002, Sayed, 2003, Diniz, 2008|. O estudo
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de uma solucao que apresente um bom compromisso entre esses fatores é um problema de

amplo interesse.

1.2 Combinacao de filtros adaptativos

Uma das maiores dificuldades do projeto de filtros adaptativos é a escolha dos parametros
fixos do filtro, como o passo de adaptacao para os algoritmos do tipo LMS ou o fator de
esquecimento para algoritmos do tipo RLS. Na literatura, ha diversas solugoes que propoem
o uso do passo ou fator de esquecimento variaveis [Kwong e Johnston, 1992, Aboulnasr e
Mayyas, 1997, Zhuang, 1998, Bilcu et al., 2002, Costa e Bermudez, 2006]. No caso do LMS,
por exemplo, o passo deve ser grande o suficiente para garantir uma rapida convergéncia e
apos a convergéncia inicial deve ter seu valor diminuido de modo a obter uma precisao maior
na solucao em regime.

Uma outra solugao que esta sendo atualmente muito estudada é a combinacao de dois ou
mais filtros adaptativos [Arenas-Garcia e Figueiras-Vidal, 2005, Arenas-Garcia et al., 2005a,b,
Arenas-Garcia e Figueiras-Vidal, 2006, Arenas-Garcia et al., 2006a,b, Silva e Nascimento,
2008b, Bershad et al., 2008|. Esse é um método relativamente simples e proporciona um
desempenho global melhor ou igual ao de cada filtro individual operando independentemente.

A idéia da combinagao de diversos filtros adaptativos independentes para se obter um me-
lhor desempenho do que cada filtro individual nao é nova. Ela foi proposta inicialmente em
[Andersson, 1985] e posteriormente melhorada em [Niedzwiecki, 1990, 1992|. No entanto, o
método de [Arenas-Garcia et al., 2006a| esta recebendo mais atengao devido a sua relativa
simplicidade e a prova, dadas certas condicoes, de que a combinacao é universal, i.e., consi-
derando entradas estacionérias, a estimativa combinada é pelo menos tao boa quanto a do
melhor filtro componente a cada instante.

O esquema da combinacao de dois filtros adaptativos é mostrado na Figura 1.3. Na
Figura 1.3-(a), é considerada a filtragem supervisionada que pode ser usada para diferen-
tes aplicacoes como identificagao de sistemas, equalizacao adaptativa, cancelamento de eco
acustico, etc. [Haykin, 2002, Sayed, 2003]. O sinal de saida global y(n) é obtido a partir da

combinagao das saidas y;(n) e y(n) dos filtros individuais, ou seja,

y(n) = n(n)yi(n) + [1 —n(n)]y(n), (1.7)

sendo n(n) o parametro de mistura da combinacao. Os vetores de coeficientes de cada filtro

wi(n — 1) e wo(n — 1) sdo adaptados com seus respectivos erros

ei(n) =d(n) —yi(n), i =1,2, (1.8)
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sendo d(n) a resposta desejada. O erro global da combinagao é calculado como

e(n) = d(n) — y(n). (1.9)

1=n(n)

_________________________________

Figura 1.3: Combinagao de filtros adaptativos transversais para (a) filtragem supervisionada
e (b) equalizagao autodidata.

que pode ser escrito, usando (1.7) e (1.8), como
e(n) =n(n)ey(n) + [1 = n(n)]ez(n). (1.10)
Nesse caso, assume-se um modelo de regressao linear para d(n), isto é,
d(n) =u’(n)we(n —1) + v(n), (1.11)

sendo w,(n — 1) o vetor de coeficientes 6timos e v(n) um processo aleatério de média zero e
variancia o2 = E{v?(n)}, ndo-correlacionado com u(n) [Sayed, 2003|. As seqiiéncias {u(n)} e
{v(n)} sao assumidas estacionarias. No caso estacionario, w,(n) é uma constante e no caso

nao-estacionario ¢ comum assumir o random-walk model [Sayed, 2003|, ou seja
Wo(n) = wo(n— 1) +q(n), (1.12)

sendo (n) um vetor i.i.d. (independente e identicamente distribuido) com matriz de auto-
correlacao Q = E{q(n)q"(n)} positiva-definida, independente das condigoes iniciais {w,(0),
w(0), n(0)} e de {u(l),d(l)} para todo [ [Sayed, 2003, Sec. 7.4].

Na Figura 1.3-(b), ¢ mostrado um sistema de comunicac¢ao simplificado com uma com-

binagao de dois equalizadores autodidatas. Nessa aplicacdo, o sinal a(n), assumido ii.d. e
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nao-gaussiano, ¢ transmitido através de um canal desconhecido, cujo modelo é constituido por
um filtro FIR e ruido branco aditivo gaussiano (AWGN - additive white Gaussian noise). A
partir do sinal recebido u(n) e de propriedades estatisticas do sinal transmitido, o equalizador
autodidata deve minimizar os efeitos do canal e recuperar o sinal a(n) para algum atraso 7,.
Na combinacao de algoritmos baseados na fungao custo do médulo constante, o erro de cada

equalizador componente é dado por [Godard, 1980]

ei(n) = [r =y (n)lyi(n), i =12, (1.13)

enquanto o erro global é
e(n) = [r —y*(n)]y(n). (1.14)

Nesse caso, a solugao 6tima w,(n) em muitos casos é desconhecida, o que inviabiliza o uso do
random-walk model segundo (1.12) para o caso nao-estacionario. Uma forma de contornar o
problema é aplicar a perturbagao causada pelo vetor q(n) no vetor de coeficientes do filtro,
conforme mostrado no Apéndice A.

Como no caso supervisionado, a combina¢ao é dada por (1.7). Entretanto, como no CMA
os erros e1(n), es(n) e e(n) sdo calculados a partir de uma fun¢ao nao-linear de y;(n), yo(n)
e y(n), respectivamente, uma equagao similar a (1.10) é uma aproximagao que depende de
algumas hipoteses, entre elas a inicializagao do vetor de coeficientes do equalizador proximo
da solugao 6tima de zero-forcing [Silva e Nascimento, 2008b, Nascimento e Silva, 2008].

O desempenho da combinagao e dos filtros componentes pode ser medido, dentre outras
formas, através do erro quadratico médio em excesso (EMSE - excess mean squared error). O
EMSE é definido como a diferenca entre o erro quadratico médio e seu valor minimo que se

obtém com o vetor de coeficientes 6timos. O EMSE de um filtro ¢ é calculado como
Gi(n) = E{eg;(n)}, (1.15)
em que e, ;(n) é o erro a priori do filtro 4, definido como,
0s(n) 2 0" ()W, (n — 1), (1.16)

sendo
w;(n) = wo(n) — w;(n) (1.17)

o vetor de erro de coeficientes do filtro i. Analogamente, define-se o EMSE da combinacao

¢(n) = E{eq(n)}. (1.18)

sendo e,(n) o erro a priori da combinacdo. Para a medida de desempenho da combinagao,
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também é necessario definir o EMSE cruzado

Cia(n) = E{eq1(n)eq2(n)}. (1.19)

O valor em regime do EMSE de um filtro ¢ é definido como

G(oo) £ lim G(n) = lim E{e2 (n)) (1.20)

n—oo

e o valor em regime do EMSE cruzado é dado por
Gi2(00) £ lim (ia(n) = lim E{eq1(n)eqn(n)}- (1.21)

O primeiro tipo de combinagao a receber maior atencao foi a combinagao convexa. Nesse es-
quema, o parametro de mistura 7(n) fica limitado ao intervalo [0, 1] [Arenas-Garcia e Figueiras-
Vidal, 2005, Arenas-Garcia et al., 2005a,b, Arenas-Garcia e Figueiras-Vidal, 2006, Arenas-
Garcia et al., 2006a,b, Silva e Nascimento, 2008b|. Entretanto, foi proposta em [Bershad
et al., 2008] uma combinagao afim de dois filtros LMS, que pode ser interpretada como uma
generaliza¢ao da combinagao convexa de [Arenas-Garcia et al., 2006a|. Nesse tipo de combi-
nagao, o valor de n(n) nao fica restrito ao intervalo [0, 1], podendo inclusive adquirir um valor

negativo. Esses dois tipos de combinacao sao detalhados a seguir.

1.2.1 Combinagao Convexa

Na combinagao convexa, para manter o parametro 7(n) no intervalo [0,1], pode-se utilizar

uma variavel auxiliar a(n — 1) e uma fungao sigmoidal [Arenas-Garcia et al., 2006b,a|, isto é,

() = sgmaln = 1)) = . (1.22)
com o pardmetro a(n) atualizado como
a(n) = aln = 1) + praey (W) [1 — n(n), (1.25)
sendo
eaf) = e(m)in(n) = () (1.29)

e e(n) calculado segundo (1.9) e (1.14) para o caso supervisionado e autodidata, respectiva-
mente. A Equagao (1.23) foi obtida em [Arenas-Garcia et al., 2006a,b] e em [Arenas-Garcia
e Figueiras-Vidal, 2006], usando o método do gradiente estocéastico para minimizar a fungao
custo instantanea do erro quadratico médio no caso supervisionado e do médulo constante no
caso autodidata.

Um problema desse esquema é que a atualizagdo de a(n) para quando n(n) fica proximo
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de 0 ou 1. Para evitar isso, Arenas-Garcia et al. [2006a| sugeriram que «(n) fique restrito
(por simples satura¢ao) ao intervalo [—at,a™]. Assim, um minimo nivel de atualizagdo é
sempre garantido. Em [Arenas-Garcia et al., 2006a], foi proposta ainda uma variagao dessa
combina¢ao onde a universalidade é garantida. A idéia é arredondar o valor do parametro de
mistura para 0 ou 1 a partir de determinados valores de a(n), obtendo-se assim um parametro
de mistura 7, (n) que garante a universalidade da combinagao. A saida da combina¢ao universal

yu(n) é calculada de maneira semelhante, ou seja,

Yu(n) = nu(n)y1(n) + [1 = nu(n)]ya(n), (1.25)

e o parametro de mistura universal 7,(n) ¢ calculado como

L a(n) > at —ec
nu(n) =< n(n), —at+e <aln)<at—e , (1.26)
07 a(n) < —a™ + o

sendo €- uma constante positiva de pequeno valor.

A combinagao convexa de dois algoritmos do tipo LMS ou CMA com passos de adaptagao
1 € pia, sendo 1y > 1o, tem uma interpretagao simples. No inicio da convergéncia, n(n) — 1 e
a combinagao se aproxima do filtro com passo j1, que converge mais rapidamente. Em regime,
n(n) — 0 e a combinagao se aproxima do filtro com passo po, que por ser mais lento, faz um
“ajuste fino” a fim de atingir um erro de estimagao menor. Na Figura 1.4 é mostrado um
exemplo desse comportamento para uma combinagao convexa de dois filtros LMS com passos
de adaptacao u; = 0,1 e pus = 0,01. Nesse exemplo, foi feita uma média de 50 realizagoes
usando o algoritmo que garante a universalidade na configuracao de identificacao de sistemas
descrita em [Arenas-Garcia et al., 2006a|, com p, = 100, at =4 e ¢ = 0,1. Para facilitar a
visualizacgao, as curvas foram filtradas por um filtro de média-movel de 128 coeficientes. Pode-
se notar que no inicio da convergéncia, a combinac¢ao tem um desempenho igual ao do filtro
p1-LMS, com n(n) ~ 1 e em regime, o desempenho ¢ igual ao do filtro ps-LMS com 7(n) ~ 0.
Hé situagoes em que 0 < n(n) < 1 e a combinagao pode apresentar um desempenho melhor
do que o de cada filtro individual [Arenas-Garcia et al., 2006a, Bershad et al., 2008]. Na
Figura 1.4, esse comportamento pode ser observado na regiao de transigao, quando 7n(n) varia
de 1 para 0 e o desempenho da combinacao é melhor que o desempenho dos filtros componentes
durante algumas iteracoes. Entretanto, no caso nao-estacionério, esse comportamento também
pode ocorrer em regime [Arenas-Garcia et al., 2006a, Silva e Nascimento, 2008b].

Um dos problemas da combinagao convexa é a escolha do passo u, para a adaptacao do
parametro de mistura da combinacao. Esse problema ocorre principalmente quando a relagao
sinal-ruido (SNR - signal-to-noise ratio) do sinal de entrada ¢ variavel com o tempo. Para
facilitar a escolha do passo de adaptacao da combinacao e melhorar o seu desempenho em

cenérios como esse, Azpicueta-Ruiz et al. [2008] propuseram um esquema normalizado de
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Figura 1.4: Exemplo de combinagao convexa de dois filtros LMS. Configuragao de identificagao
de sistemas, M =7, 02 = 0,01, u; = 0,1 e iy = 0,01. Entrada colorida (modelo autoregressivo
com polo em 0,8) e solu¢ao 6tima dada por um vetor aleatério de média nula e variancia
unitaria. Média de 50 realizacoes com i, = 100, o™ = 4 e e¢¢ = 0,1 usando o parametro de
mistura universal definido em (1.26).

adaptacao do parametro de mistura. Nesse esquema, o parametro a(n) da combinagao é

adaptado por

a(n) = a(n —1) + Lyom(n)[l —n(n)]e(n) [y1(n) —ya(n)] (1.27)
p(n> asso de;daptagéo sinal de entrada
p(n) =vp(n —1) + (1 = v)[yr(n) — ya(n)]*, (1.28)

sendo 0 << v < 1, um fator de esquecimento.

A adaptagao de a(n), feita originalmente através do gradiente estocastico (Equacao (1.23)),
pode ser interpretada como um filtro LMS de apenas um coeficiente «(n) com sinal de entrada
[y1(n) — y2(n)]. A normalizacdo consiste em dividir o passo de adaptagdo pela norma ao
quadrado do vetor regressor de entrada. No entanto, como o filtro tem apenas um coeficiente,
a norma ao quadrado do vetor regressor de entrada ¢ dada por |y;(n) — y2(n)|?, que tem uma
variagao muito grande e pode fazer com que o algoritmo nao funcione corretamente. Por isso,
foi utilizada uma estimativa desse valor, dada por p(n) e baseada numa janela exponencial.
Nessa estimativa, o parametro v funciona como um fator de esquecimento e pode ser facilmente
ajustado, por exemplo, v = 0,9 [Azpicueta-Ruiz et al., 2008]. Com essa adaptagao, o passo
1o fica mais facil de ser ajustado pois se torna independente da poténcia do sinal de entrada.

No caso nao-estacionario, para determinados valores de Tr(Q), o2 e Tr(R), em que Tr(A)
se refere ao trago de uma matriz A, existe um valor 6timo do parametro de adaptagao (u para

algoritmos do tipo LMS ou A para algoritmos do tipo RLS) que minimiza o EMSE em regime
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[Sayed, 2003]. Nesse caso, a comparagao do desempenho da combinac¢ao convexa com o de
seus filtros componentes pode ser feita através de uma medida normalizada denominada NSD
(normalized square deviation). O NSD é definido como a razao entre o EMSE em regime de
um filtro componente ou da combinacao e o EMSE em regime obtido com o parametro de

adaptagao 6timo denotado por (,(c0), ou seja, para cada filtro componente, o NSD é dado

por
NSD; (00) = C((ZZ)) i=12 (1.29)
¢ para a combinagio
NSD(c0) = g(z)). (1.30)
Define-se também o NSD cruzado
NSD;5(00) = i}jg)). (1.31)

Na Figura 1.5 sao mostradas as curvas de NSD dos filtros componentes (NSD;(c0) e
NSD,(00)), do cruzado (NSDj5(00)) e da combinagao convexa (NSD(o0)) em fungao de Tr(Q)
para a combinacdo de dois filtros LMS como em [Arenas-Garcia et al., 2006a]. E possivel
notar que quando Tr(Q) esta entre os valores q; e ¢, ¢; = p?0>Tr(R), i = 1,2, a combinagao
apresenta um NSD e conseqiientemente um EMSE menor do que o dos filtros componentes.
Nesse intervalo de Tr(Q), é possivel notar também que 0 < E{n(co)} < 1. Um outro aspecto
importante que foi observado em [Arenas-Garcia et al., 2006a] é que quando Tr(Q) = ¢,
i =1 ou 2, o valor de E{n(c0)} é¢ 1 ou 0, respectivamente. Com base nesse resultado, Arenas-
Garcia et al. [2006a| propuseram uma combinagao de algoritmos de passo variavel (CVS-LMS
- combination of variable step LMS) que altera o passo de adaptagao dos filtros componentes.
Mudando o passo, os valores de ¢; e g2 sdo alterados de forma a manter ¢o < Tr(Q) < ¢,
o que faz com que a combinagao possa apresentar uma capacidade de tracking superior em
relagao a dos filtros componentes.

Uma extensao da combinagao convexa para o caso autodidata foi feita em [Arenas-Garcia
e Figueiras-Vidal, 2006]. Nesse trabalho, foram combinados dois algoritmos CMA com pas-
sos de adaptacao diferentes, inicializados com o mesmo vetor de coeficientes. Os resultados
obtidos foram semelhantes aos do caso supervisionado, possibilitando uma maior velocidade
de convergéncia e um EMSE reduzido em regime. Cabe observar que para o caso do CMA,
ainda pode ser estudada a combinacao de filtros com passos de adaptacao iguais mas vetores
de inicializacao diferentes. Sabe-se que dependendo da forma como é feita a inicializacao do
CMA, este pode convergir para um minimo local ou global [Johnson Jr. et al., 1998]. Assim,
combinar algoritmos com inicializacoes diferentes pode ser vantajoso com o objetivo de evitar

a convergéncia para um minimo local.
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Figura 1.5: Comportamento da combinacao convexa de dois algoritmos LMS no caso nao-
estacionario. M =7, 02 = 0,01, uy = 2 x 1072, py = 2 x 1073, Entrada colorida (modelo
autoregressivo com polo em 0,8) com poténcia 1/M.

1.2.2 Combinacao afim

Uma generalizacao da combinagao convexa de dois filtros adaptados com o algoritmo LMS
foi proposta em [Bershad et al., 2008|. Nesse artigo, o parametro de combinagdao n(n) é es-
colhido de forma 6tima para minimizar o MSE instantaneo, nao ficando restrito ao intervalo
[0, 1]. Dessa forma, a saida global y(n) ¢ uma combinacao afim! das saidas dos filtros indivi-
duais (y1(n) e y2(n)) e a combinagao convexa é um caso particular. Em Bershad et al. [2008]
foi feito um estudo do combinador 6timo nao-realizavel para ambientes estacionarios onde se

concluiu que o valor do parametro de mistura 6timo instantaneo deve ser

[Wo — wa(n)]" R[wi(n) — wa(n)]
[wi(n) — wa(n)]" R[wi(n) — wa(n)]

no(n) = (1.32)

Considerando o passo de adaptacao ps = duy, 0 < 6 < 1 e assumindo algumas hipoteses
equivalentes a escolher p; para maxima velocidade de convergéncia, com entrada branca e
gaussiana, chegou-se a conclusao que o valor em regime do parametro de mistura 6timo ¢é

dado por

(o) 2 fim E((m)} =~ 5

(1.33)
Como 0 < 6 < 1, o parametro de mistura 6timo em regime é sempre negativo.

A Equagao (1.32) depende da matriz de autocorrelagao do sinal de entrada e do vetor de
coeficientes 6timos e por isso nao é possivel utiliza-la para o calculo do parametro de mistura
numa aplicacao pratica. Por isso, foram entao propostos dois novos esquemas para adaptacao

de n(n). O primeiro usa o método do gradiente estocastico e tem um desempenho proximo

. . i . L L
'Uma combinacio afim dos vetores x; ...xy é a combinacao linear Doiicixgcom y e =1
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do 6timo nao-realizével, apresentando a mesma velocidade de convergéncia e comportamento
em regime. Nesse esquema, para que o parametro n(n) possa atingir qualquer valor, ndo se

utiliza uma funcao sigmoidal como em (1.22) e sua atualizagao ¢ feita diretamente como

n(n+1) =n(n) + p,e,(n), (1.34)

com e,(n) calculado segundo a Equacao (1.24). O algoritmo (1.34), que é chamado de 7-LMS
neste trabalho, foi obtido em [Bershad et al., 2008| usando o método do gradiente estocéstico,
de maneira anéloga a utilizada na combinacao convexa. A diferenga na adaptacao das duas
combinagoes esta no termo n(n)[1—mn(n)|, que aparece na combinagao convexa devido a fungao
sigmoidal. Um problema que foi observado em [Bershad et al., 2008| é que (1.34) pode divergir
durante o inicio da adaptagao quando ¢ utilizado um passo de adaptacao relativamente grande
(py > 1). Para evitar esse problema, uma solucao encontrada em [Bershad et al., 2008] foi
limitar o valor de n(n) em 1 para todo n.

Na segunda forma de adaptacao do parametro de mistura proposta, sao consideradas mé-

dias temporais dos erros instantaneos

A= S elm) 12, (1.35)

m=n—K+1

em que K é o tamanho da janela de média mével. O parametro de mistura 7(n) é dado por

n(n) =1 — k, erf (fﬂ) , (1.36)

ex(n)
Ccom

erf(z) = % /Om e P2t (1.37)

Nesse esquema de adaptacao, 7(n) pode variar no intervalo [1—k,,1]. Para que seja possivel

obter o valor do pardmetro de mistura 6timo em regime, considera-se

o

TCESAE (1.38)

Ky =1-—

Foram feitas intimeras simulacoes e os resultados experimentais obtidos com as duas formas

de adaptagao correspondem ao resultado teorico previsto por (1.32). Cabe notar que na
segunda forma de adaptacgao, ,, foi calculado para uma determinada situagao de operacao do
filtro considerando ambiente estacionério. Para outras situagoes, o valor de x, deve ser alterado
de forma a permitir que 7(n) atinja o valor de 7,(c0). Na primeira forma de adaptagao, é
necessario apenas o ajuste de um passo de adaptacao, o que pode ser mais interessante para
aplicagoes praticas. Porém, através de simulagoes é possivel verificar que a variancia de n(n)
é grande quando a adaptagao ¢ feita através de (1.34). Diante disso, é interessante considerar

outras formas de adaptacao para o parametro de mistura e para tanto uma analise se faz
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necessaria. Uma alternativa é usar uma extensao do esquema de adaptacao normalizado de
[Azpicueta-Ruiz et al., 2008] para a combinagao afim.

Os resultados de [Bershad et al., 2008| abrem novas perspectivas para diferentes combi-
nacoes de outros algoritmos adaptativos e podem ser estendidos para outras combinagoes de

algoritmos.

1.3 Objetivos

Nesta dissertagao, o esquema proposto em [Bershad et al., 2008| é estendido para outros
tipos de combinagao afim envolvendo os algoritmos LMS, NLMS, RLS e CMA. Sao feitas ana-
lises em regime e do transitorio dessas combinagoes considerando entrada branca ou colorida
e ambientes estacionarios ou nao-estacionarios. Para simplificar a anéalise, sao considerados
sinais reais.

Sao analisadas as combinagoes de dois filtros que utilizam o mesmo algoritmo (LMS, NLMS
e RLS para o caso supervisionado e CMA para o caso autodidata) e também combinagoes de
algoritmos diferentes para melhorar a capacidade de tracking do filtro global [Silva e Nasci-
mento, 2008b| como, por exemplo, a combinagao dos algoritmos LMS e RLS. Nesse contexto,
sao estudadas algumas formas alternativas de adaptacao do parametro de mistura para me-
lhorar a universalidade da combinacao. Um outro aspecto investigado ¢ o comportamento da
combinac¢ao afim de dois algoritmos CMA com inicializagoes diferentes ja que este é um fator

determinante para o bom desempenho desse algoritmo.

1.4 Justificativa

O projeto de filtros adaptativos envolve a escolha de parametros fixos para manter um
compromisso entre a velocidade de convergéncia e o nivel do erro em regime do filtro. Uma
das alternativas para facilitar o projeto é a combinacao de algoritmos. Além disso, a combina-
¢ao de algoritmos de diferentes familias (LMS e RLS, por exemplo) permite que seja possivel
obter um melhor desempenho em ambientes nao-estacionarios ja que dependendo do tipo de
nao-estacionariedade do ambiente, pode ser interessante usar uma determinada familia de al-
goritmos ou outra. Nesse cenério, um estudo da combinagao afim é algo de interesse ja que esta
permite obter o valor do parametro de mistura 6timo na maioria dos casos. Isso faz com que
seja possivel obter um desempenho superior ao dos filtros componentes em algumas situagoes
em que a combinagao convexa se comporta de maneira igual ao melhor filtro componente. Um
outro ponto a ser observado é que o pardmetro de mistura da combinacao afim tem um maior
grau de liberdade em relagao ao da combinagao convexa. Isso pode ser vantajoso em alguns
casos como, por exemplo, quando se deseja combinar algoritmos autodidatas com diferentes

inicializagoes para evitar a convergéncia para minimos locais.
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1.5 Contribuicoes da dissertacao
As principais contribui¢oes deste trabalho sao enumeradas a seguir.

1. Analise em regime da combinacao afim.

Foi feita uma analise do valor em regime do parametro de mistura e EMSE 6timos das
combinagoes considerando ambientes estacionario ou nao-estacionario com o objetivo de
comparar o desempenho das combinagoes convexa e afim. Verificou-se que em algumas
situagoes, o valor do parametro de mistura 6timo ¢ negativo e é possivel obter um ganho

de EMSE de até 3dB, o que motiva o uso da combinacao afim.

2. Analise de transitéorio da combinacao afim.

Para obter um modelo do transitério do EMSE da combinagao, foi feita uma anélise
considerando a adaptacao através do algoritmo n-LMS. Através da anélise é possivel
prever algumas situagoes em que o desempenho obtido com essa adaptacao é inferior ao
universal, o que motivou propostas de formas alternativas de adaptacao do parametro

de mistura.

3. Algoritmo signed regressor para adaptacao do parametro de mistura.

Foi proposta a adaptagao do parametro de mistura da combinac¢ao afim considerando
uma normalizacao instantanea parcial, originando o algoritmo signed regressor. A anélise
de transitorio foi estendida para esse algoritmo e verificou-se que seu desempenho é mais

préoximo ao universal em algumas situacoes.

4. Algoritmos normalizados para adaptagao do parametro de mistura.

Para facilitar a escolha do passo de adaptacao do parametro de mistura das combinacoes,
foram propostos dois algoritmos normalizados baseados no algoritmo n-LMS e no sig-
ned regressor, originando os algoritmos power normalized e normalized signed regressor,
respectivamente. A analise de transitorio foi estendida a esses algoritmos e verificou-se
que essa normalizacao também torna o desempenho da combinagao mais proximo do

universal em alguns casos.

5. Aplicacao da combinagao afim na combinacao de equalizadores CMA com

inicializacoes diferentes.

Foi proposta uma aplicacao da combinacao afim para equalizadores CMA com iniciali-
zagoes diferentes. Foram feitas algumas simulacoes considerando um cenério simples e
foi possivel verificar que a combinagao afim pode, em alguns casos, evitar a convergéncia

para minimos locais.

Como resultado dessas contribuic¢oes, foram publicados os seguintes artigos:
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- R. Candido, M. T. M. Silva e V. H. Nascimento. Uma combinagao afim de dois equali-
zadores autodidatas adaptados com o CMA. In Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes

(SBrT’08), 2008.

- R. Candido, M. T. M. Silva e V. H. Nascimento. Affine combinations of adaptive filters.

In Proc. of 42" Asilomar Conference on Signals, Systems and Computers, 2008.

- R. Candido, M. T. M. Silva e V. H. Nascimento. On combinations of CMA equali-
zers. In Proc. of International Conference on Acoustics Systems and Signal Processing
(ICASSP’09), 2009.

1.6 Organizacao da dissertacao

A dissertagao esta estruturada em 5 capitulos. No Capitulo 2, a combinagao afim é esten-
dida para os algoritmos supervisionados NLMS e RLS e para equalizacao autodidata com o
CMA. E feita uma analise do valor em regime do pardametro de mistura e do EMSE da combi-
nacao, sendo verificadas algumas propriedades da combinacao afim. Por fim, sao apresentados
resultados de simulagao para validar a anélise.

No Capitulo 3, é feita uma analise de transitério do EMSE da combinacao afim conside-
rando a adaptacao através do algoritmo n-LMS. Em seguida, sao mostrados alguns resultados
de simulacao para validar a analise. Nesses resultados, é mostrada uma situacao em que a
combinag¢ao afim apresenta um desempenho inferior ao universal e, para melhorar o desem-
penho, sao propostas e analisadas trés formas alternativas de adaptacao do parametro de
mistura. Por fim, sao mostrados resultados de simulagao referentes a essas formas alternativas
de adaptacao.

No Capitulo 4, é proposta a combinacao de equalizadores CMA com inicializa¢oes dife-
rentes. Considerando um cenério simples, é feita uma comparacao entre o comportamento
da combinacao afim e convexa através de simulagoes e é mostrada uma situacao em que a
combinacao afim é capaz de evitar a convergéncia dos filtros componentes para um minimo
local.

Finalmente, no Capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes do trabalho e propostas para

trabalhos futuros.



Capitulo 2
Analise em regime das combinacoes

Neste capitulo, a combinacao afim de dois algoritmos LMS de Bershad et al. [2008] é
estendida para os algoritmos NLMS, RLS e CMA. A partir desse resultado, é feita uma
analise em regime para obter expressoes analiticas para o valor do parametro de mistura e
para o EMSE o6timos das combinagdes afim desses algoritmos. Através dessa andlise, sao
verificadas algumas propriedades da combinacao afim em regime.

A extensao da combinagao afim para o caso de dois filtros NLMS ou dois filtros RLS é
direta pois assim como o LMS, a adaptacao do pardametro de mistura da combinacao desses
algoritmos é baseada na funcao custo do erro quadratico médio. Para o CMA, entretanto, a
funcao custo utilizada é a do modulo constante, sendo necessario assumir algumas hipoteses
para permitir a extensao e anélise da combinagao. A seguir sdo descritas as fungoes custo e os
modelos utilizados para o caso supervisionado e autodidata de forma a permitir uma anélise

unificada.

2.1 Funcoes custo e algoritmos

A adaptacdo do parametro de mistura 7(n) através do gradiente pode ser escrita na forma

aJ;
n(n+1) =n(n) =gy (2.1)
em que J; representa uma determinada funcao custo a ser minimizada. Para algoritmos
supervisionados (LMS, NLMS e RLS), a fun¢ao custo utilizada é o erro quadratico médio.
Para o CMA, utiliza-se a fungao custo do modulo constante [Godard, 1980|. As fungoes custo
e os gradientes para esses algoritmos sao mostrados na Tabela 2.1. De modo geral, o algoritmo

estocastico de atualizacao do parametro de mistura é dado por

n(n+1) =n(n) + pye(n) [yr(n) — y2(n)]. (2.2)

16
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Tabela 2.1: Funcgoes custo e gradientes dos algoritmos utilizados.

Algoritmo Ji aii];)
LMS, NLMS e RLS E{e*(n)} —2E{e(n) [y1(n) — y2(n)]}
CMA E{lr 2]} | ~4E{e(n) [n(n) —a(w)]}

Cabe notar que as constantes 2 e 4 que aparecem nos gradientes dos algoritmos supervisionados
e do CMA podem ser desprezadas considerando um ajuste no passo de adaptagao p,. Além
disso, e(n) é diferente para o caso supervisionado (Equagao (1.9), pag. 5) e para o CMA
(Equagao (1.14), pag. 6). Assim como observado para o caso da combinacdo de algoritmos
LMS em [Bershad et al., 2008], o algoritmo (2.2) pode divergir durante as iteragoes iniciais e
uma forma de contornar o problema é limitar o valor maximo do parametro de mistura em 1
para todo n.

No caso do CMA, embora o algoritmo (2.2) possa ser usado para adaptar n(n), verificou-se
por simulagoes que ele nem sempre garante o comportamento universal da combinagao. Dessa
forma, uma outra alternativa para adaptar esse parametro é utilizar um algoritmo do gradiente

estocéastico que minimiza o erro de decisao, ou seja,

Jo =E{ei(n)}, (2.3)
sendo
ea(n) =a(n —74) —y(n). (2.4)
Nesse caso, o gradiente é
0Jp
ooy =~ 2Etea(m) i (m) = e(m)]} (2.5)

e a adaptacao do parametro de mistura é dada por

n(n+1) =n(n) + pyea(n) [yr(n) — ya(n)], (2.6)

limitando n(n) méaximo em 1 para evitar a divergéncia. Através de simulagdes ¢ possivel
verificar que esse algoritmo é capaz de fazer com que o comportamento da combinagao seja
proximo ao universal mesmo na presenca de ruido. Como a(n—7,) faz o papel de sinal desejado

no caso de equalizacao, os algoritmos (2.2) e (2.6) sdo chamados neste trabalho de 7-LMS.
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2.2 Modelos utilizados

No caso supervisionado, substituindo (1.11) em (1.9), o erro de cada filtro componente

pode ser escrito como
e;(n) = eqi(n) +v(n), i =12. (2.7)

Analogamente, o erro da combinacao pode ser escrito como
e(n) = eq(n) + v(n). (2.8)
Usando (2.7) e (2.8) em (1.7) (pag. 4), pode-se escrever o erro a priori da combina¢do como

ea(n) = n(n)eq(n) + [1 = n(n)] €az(n). (2.9)

Para se obter um modelo unificado para os casos supervisionado e autodidata, com o erro
a priori da combinacao em funcao do erro a priori dos filtros componentes, é usual assumir

algumas hipoteses para o caso autodidata:

Rl. E{a*(n)} =0, k=2m+ 1, m € N. Em outras palavras, a(n) ¢ sub-gaussiana e a cons-
telagao ¢ simétrica, como ¢ o caso da maioria das constelacoes usadas em comunicacoes
digitais [Sayed, 2003];

R2. A relagdo sinal-ruido na entrada ¢ alta o suficiente para que a;(n — 73) ~ a(n — 74) ~
u”(n)wy(n—1), 7 = 1,2. Entretanto, devido a varia¢ao do canal e ao ruido do gradiente,
o vetor de coeficientes w;(n—1), i = 1,2 nao ¢ igual a w,(n—1), mesmo em regime. Para
tornar essa hipotese mais realista, é essencial que os equalizadores sejam implementados
utilizando sobreamostragem, o que possibilita a equalizacao perfeita de um canal FIR

na auséncia de ruido |[Treichler et al., 1996].

A saida y;(n) do equalizador ¢ pode ser escrita como
yi(n) =u"(n)w;(n — 1) =u"(n) [wo(n —1) —w;(n —1)], =12, (2.10)
que pode ser aproximada, usando R2, por
yi(n) = aln —14) —eqi(n), =12 (2.11)

Essa aproximagao tem sido amplamente utilizada na anélise em regime do CMA [Yousef e
Sayed, 1999, Mai e Sayed, 2000, Silva e Miranda, 2004, Silva e Nascimento, 2008a,b|. Nesse

caso, o erro a priori dos filtros componentes é dado por
eai(n) = ai(n —74) — yi(n) = a;(n — 74) — y;(n) = eq(n), (2.12)

em que eq;(n) é o erro de decisdo do equalizador i.
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Usando a aproximagao (2.11), o erro de um filtro componente da combinagao de dois

algoritmos CMA, dado por (1.13) (pag. 6), pode ser reescrito como

ei(n) = y(n)eqi(n) + B(n) + si(n), (2.13)
sendo
v(n) = 3a*(n — 74) — 1, 2.14)
B(n) =ra(n—14) —a*(n — 14) (2.15)
si(n) = —3a(n — Td)ei,i(n) + ezl(n) (2.16)

Se e, ;(n) for razoavelmente pequeno em regime, termos que dependem de combinagoes de
ordem superior de e, ;(n) podem ser desprezados em (2.13), isto é, lim, .. s;(n) =~ 0, o que
leva a aproximagao

ei(n) = y(n)e,:(n) + B(n), i=12. (2.17)

Analogamente, o erro da combinac¢ao pode ser aproximado por
e(n) ~ y(n)ea(n) + B(n). (2.18)

As Equagoes (2.17) e (2.18) para o caso autodidata sao anédlogas as Equagoes (2.7) e (2.8)
do caso supervisionado. No caso autodidata, F(n) é uma variavel i.i.d que faz o papel de um

ruido de medida com E{3(n)} = 0 devido a hipotese R1 e variancia
o5 £ E{#*(n)} = E{a’(n) — r’a*(n)}. (2.19)

Cabe observar que (3(n) é identicamente nulo para constelagoes de modulo constante [Silva e
Nascimento, 2008b].
Analogamente, y(n) também ¢ i.i.d. e seus momentos de primeira e segunda ordens sao

dados respectivamente por

3£ Efy(n)} = 3B{a*(n)} — r (2:20)

¢ 2 E{y*(n)} = 3rE{a*(n)} +r*. (2.21)
Substituindo (2.11) em (1.7) (pag. 4), pode-se escrever
ea(n) = n(n)ea(n) + [L = n(n)eas(n), (2.22)

que, pressupondo a hipotese R2, é vélida em todo instante e coincide com a Equagao (2.9)

obtida para o caso supervisionado.
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Da mesma forma que no caso supervisionado, substituindo (2.17) e (2.18) em (2.22), chega-

se & expressao para o erro da combinag¢ao
e(n) = n(n)er(n) + [L = n(n)]ex(n). (2.23)

Cabe observar que nesse caso a Equagao (2.23) vale em todo instante se R2 e os modelos
(2.17) e (2.18) forem satisfeitos. E usual, no entanto, considerar sua validade em regime [Silva
e Nascimento, 2008b].

De modo unificado, os erros para o caso supervisionado ou autodidata satisfazem
e(n) = k(n)ea(n) + ¢(n), (2.24)

com k(n) =1 e ¢(n) = v(n) para o caso supervisionado e k(n) = y(n) e p(n) = F(n) para o
caso do CMA. Em ambos os casos, E{¢(n)} =0 e k(n) e ¢(n) sdo assumidos independentes
de w(n — 1) em regime. O erro a priori e o erro da combinag¢ao podem ser aproximados em

ambos os casos por (2.22) e (2.23), respectivamente [Silva e Nascimento, 2008b].

2.3 O parametro de mistura 6timo em regime

Expressoes para o valor médio do parametro de mistura 6timo definido como

o(n) = E{no(n)} (2.25)
e seu valor em regime
7o(00) = lim 7o (n), (2.26)

podem ser obtidas igualando a zero a derivada da fungao custo em relagao a n(n) e calculando
o limite para n — oo. No caso supervisionado, deve-se igualar a zero o gradiente mostrado na

Tabela 2.1 e no caso do CMA, o gradiente (2.5). De modo unificado, chega-se a

E{eg(n) [y1(n) — y2(n)]} = 0, (2.27)
em que
ey(n) = e(n) = ea(n) + v(n) (2.28)
para o caso supervisionado e
eg(n) = eq(n) (2.29)

para o caso do CMA. Como ey4(n) =~ e,(n) no caso do CMA, de modo geral, pode-se escrever

eg(n) =~ eq(n) +r(n), (2.30)
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em que r(n) = v(n) no caso supervisionado e r(n) = 0 no caso do CMA.
Substituindo (1.9) (pag. 5) em (2.27) para o caso supervisionado ou (2.11) em (2.27) para
o CMA, chega-se a

E{ey(n) [ea2(n) — eq1(n)]} = 0. (2.31)
Substituindo (2.22) em (2.30) e o resultado em (2.31) obtém-se
E{no(n)[eaz(n) — €a1(n)]*} = E{[€55(n) — ear(n)eaz(n)]}
+ E{r(n)[ea2(n) — es1(n)]}. (2.32)
Para continuar é necessario assumir que

R3. para ambos os casos, 7,(n) ¢ independente de x(n) e e,;(n), i = 1,2 em regime. Essa
hipotese requer basicamente que o parametro de mistura 6timo seja independente do

erro a priori em regime e, no caso autodidata, seja independente do sinal transmitido.

Usando o fato de que r(n) é independente de e, ;(n), i = 1,2 e E{r(n)} = 0, verifica-se que
o ultimo termo do lado direito de (2.32) é nulo. Calculando o limite para n — oo de ambos

os lados de (2.32) e usando R3, chega-se a

U limy e E{e?,(n) — eqn(n)eas(n)}

A B~ g eaa(n) — can ()} (2.33)
que pode ser reescrita como
_ - (2(00) — Ci2(00)
o) 1o0) + Ga(o0) — 2alo0) (234
A Equagao (2.34) também pode ser escrita na forma
_ - Agz(0)
7o(00) = A6 (20) + AG(%0)’ (2.35)
com
AGi(00) = Gi(00) — Cr2(00). (2.36)

2.4 O EMSE 6timo da combinacao em regime

Elevando (2.22) ao quadrado com n(n) = n,(n), tomando a esperanga de ambos os lados

da equacao resultante, calculando o limite para n — oo e usando R4, obtém-se

lim B{e3(n)} = lim B{2(n)}E{eZ, (n)} + lim B{L — no(n)P}E{e5(n)}

+ lim 2E{n,(n)[1 = no(n)]}E{ea1(n)eqs(n)}- (2.37)
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Para prosseguir assume-se que

R4. a variancia de 7,(n) ¢ suficientemente pequena em regime para que lim,, .., E{n?(n)} ~
75 (00).
Usando R4, obtém-se a seguinte estimativa para o EMSE 6timo da combinagao em regime
((00) & 15 (00)G1(00) + [1 = 70(00)[*C2(00) + 2770 (00)[1 = 7o (00)]¢12(00). (2.38)
Substituindo a expressao para 7,(cc) dada por (2.34) em (2.38), obtém-se

((00) & (2(00) = 710(00) (C2(20) — (12(00)), (2.39)

que pode ser reescrita como

) AG()
AGi(00) + Agy(o0)

((00) = (3(00 (2.40)

A precisao das expressoes (2.35) e (2.40) depende da precisao das expressoes utilizadas
para (;(00), i = 1,2 e (12(00). Essas expressoes foram obtidas também em [Arenas-Garcia
et al., 2006a, Eqs.(29) e (33)] para a combinagao convexa de dois algoritmos LMS. A diferenga

¢ que na combinagdo convexa, 7(n) e conseqiientemente 7,(co) estdo restritos ao intervalo

0, 1].

2.5 Expressoes para o EMSE em regime de filtros adap-

tativos

Existem diversos trabalhos sobre a analise de tracking de algoritmos adaptativos na lite-
ratura (por exemplo, Sayed [2003], Eleftheriou e Falconer [1986], Slock [1993], Eweda [1994],
Haykin [2002], Yousef e Sayed [2001] e referéncias contidas). Na Tabela 2.2, sdo mostradas
expressoes analiticas para o EMSE do LMS [Sayed, 2003, Haykin, 2002], NLMS [Sayed, 2003,
Slock, 1993], RLS [Sayed, 2003] e CMA [Silva e Nascimento, 2008a|. Nessa tabela, p; repre-
senta o passo de adaptagao para o algoritmo LMS ou CMA, ji; representa o passo de adaptagao
do NLMS, ); representa o fator de esquecimento do RLS e a, = E{||u(n)||72}. Para u(n)
gaussiano e M suficientemente grande, «, pode ser estimado como 1/[c%(M — 2)], em que

02 = E{u?*(n)} é a poténcia do sinal de entrada [Costa e Bermudez, 2002|.
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Tabela 2.2: Expressoes analiticas para o EMSE dos algoritmos considerados.

Algoritmo Gi(00)
2 1
LMS MZUUTY<R> + My TI'(Q)
2 —1; Tr(R)
T 107 ;T
NLMS H(R) [t + i ' Tr(Q)]
2 — [
201 _ 1\ )L
CMA pioF TR + i 'Tr(Q)
27 — piTr(R)E

O EMSE cruzado (12(00) para a combinagao de dois algoritmos LMS foi obtido em [Arenas-
Garcia et al., 2006a] usando a conservagao de energia. Usando o método tradicional!, expres-
soes de (12(00) para a combinagao de dois algoritmos RLS, um algoritmo RLS com um LMS
e dois algoritmos CMA foram obtidas em [Silva e Nascimento, 2008b]. A extensao da andlise
de [Arenas-Garcia et al., 2006a| para obter uma expressao de (j5(00) para a combinagao de
dois algoritmos NLMS ¢ direta e encontra-se no Apéndice B. Esses resultados sao mostrados
na Tabela 2.3. Nessa tabela, ¥ 2 [(1 — A)I + poR]'R..

Tabela 2.3: Expressoes analiticas para o EMSE cruzado dos algoritmos considerados.
Combinacao C12(00)

papeoy Tr(R) + Tr(Q)

1 + po — ppeTr(R)

Tr(R) [fhfizopa, +Tr(Q)]
fi1+ flg — i1 [l
(1—X)(1—X)Mo? + Tr(QR)
(1=X)+ (1= A)

p1-LMS e pio-LMS

71,-NLMS e 7io-NLMS

)\1—RLS (§ )\Q—RLS

Ai-RLS e po-LMS poh 02 Te(2) + Tr(QX)

pp205Tr(R) + Tr(Q)
Y1 + pr2) — papTr(R)E

11-CMA e ps-CMA

Para a combinag@o de dois algoritmos RLS, uma outra expressao de (;(co0) foi obtida em
[Eleftheriou e Falconer, 1986]. Através de simulagoes pode-se notar que essa expressao é mais
precisa do que a mostrada na Tabela 2.2, principalmente quando se usa fatores de esquecimento
menores. No Apéndice C, o resultado de [Eleftheriou e Falconer, 1986]| é revisitado e estendido

para se obter uma outra expressao para (1o(00) usando hipoteses semelhantes. Esses resultados

'No método tradicional obtém-se um expressao recursiva para a matriz de autocorrelacio do vetor de erro
de coeficientes.
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sao mostrados na Tabela 2.4, onde \; = 1 —\; e 7, = 02, /02, em que o2 representa a variancia

de z. Para u(n) gaussiano, v, = 2.

Tabela 2.4: Expressoes analiticas mais precisas para o EMSE do RLS.

; 1 Mo? + —=7
~ - AN
Mo |14+ 40 | Mo24+Tr(QR)
(00) 1—XM A\
Ci2(00 =
AL+ Ao — AN

2.6 Resultados em ambiente estacionario

Substituindo as expressoes das Tabelas 2.2 e 2.3 com Q = 0 nas Equagoes (2.34) e (2.39)
podem-se obter expressoes analiticas para 7,(c0) e ((oco) num ambiente estacionario. Alguns
desses resultados sdo mostrados na Tabela 2.5. Nessa tabela, d.;, = 0o = {2/ 141 Tepresentam
a razdo entre os passos de adaptacdo dos filtros LMS ou CMA. Analogamente, Sxx = fiz/fi1
e 0rr = (1 — Xy)/(1 — A1). Em todos os casos, 0 < dxx < 1, onde §xx representa, de forma

geral, a relacao entre passos de adaptacao ou fatores de esquecimento.

Tabela 2.5: Expressoes analiticas para 7,(00) e ((00) no caso estacionario.

Combinacao 7o(00) ¢(00)
j1-LMS ¢ j15-LMS 5“[22(5: LM_TigR)] ) {5LLM+2?2)—T;2(TR1~)(R)}
7-NLMS e ji-NLMS % % {%]
M-RLS ¢ Ao-RLS 5R1Ri - % [%}
1-CMA e pis-CMA doc2 ;(};10?:(_1{1))5(’7)_1] % [(500 fi;—%qji)Tr(R)g}

Algumas propriedades interessantes podem ser observadas a partir desses resultados:

i) 7,(0c0) é negativo para todas as combinagoes consideradas na tabela. Cabe observar que
para assegurar a estabilidade do filtro p;-LMS, pq € escolhido no intervalo 0 < py <
2/Tr(R) [Diniz, 2008]. Analogamente para o CMA, 0 < p; < 25/3Tr(R)¢ [Nascimento
e Silva, 2008, Eq. (14)] e para o NLMS, 0 < 11 < 2;

ii) Quando dxx ~ 1, ((00) ~ (3(c0)/2 para todas as combinagoes mostradas na tabela.
Como (»(00) < (1(00) para todas as combinagoes, a combinagao afim tem um EMSE 3 dB

menor do que o menor EMSE dos filtros componentes. Nessa situagao, 7,(00) — —o0.
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A propriedade i) foi também observada em [Bershad et al., 2008] para a combinacao de
dois algoritmos LMS considerando entrada branca gaussiana e hipoteses equivalentes a escolha
do passo p; para méaxima velocidade de convergéncia. Se considerado p; = 1/Tr(R) para
maxima velocidade de convergéncia na expressao de 7, para a combinagao de dois filtros LMS
da Tabela 2.5, o valor de parametro de mistura 6timo obtido sera

_ orrL

No(00) = 2

1) (2.41)

que coincide com o resultado obtido em [Bershad et al., 2008].
Uma explicagao para o fato de |7,(c0)| — oo quando dxx ~ 1 pode ser obtida usando as

Equagoes (2.23) e (2.24) para escrever o erro da combinagao como

e(n) = ea(n) +n(n)r(n)eq1(n) —eq2(n)l. (2.42)

Usando as Equagoes (1.16) e (1.17), obtém-se

e(n) = ez(n) +n(n) £(n)[wa(n) — wi(n)]"u(n). (2.43)
e ()

Do ponto de vista do calculo de n(n), d,(n) representa o sinal que deve ser estimado e u,(n)
representa o sinal de entrada. Se assumirmos que w; varia lentamente em comparacao com 7,
a Equagao (2.43) tem uma interpretacao geométrica simples como mostrado na Figura 2.1. A
combinagao afim busca o melhor vetor na linha wy +7n(w; —ws). Na Figura 2.1-(a), a melhor
combinagao linear de w; e wy é w. Quando dyx =~ 1, os vetores de coeficientes dos filtros
ficam muito parecidos, ou seja, wy &~ wy (Figura 2.1-(b)). Nesse caso, n(n) deve ser grande o
suficiente para levar o vetor de coeficientes equivalente da combinac¢ao o mais proximo possivel

de w. Portanto, se dxx — 1, (w3 —wy) — 0 e |n(n)| — oo.

(b)

Figura 2.1: Interpretacao geométrica da combinacao afim.

Com as expressoes da Tabela 2.4 para o caso da combinacao de dois filtros RLS, fica dificil
observar as propriedades i) e ii) analiticamente pois as expressoes de 7,(c0) e ((00) nao podem
ser simplificadas. Entretanto, as propriedades podem ser observadas graficamente na Secao 2.8

onde sao mostradas as curvas tedricas usando essas expressoes.
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A medida que o valor de dxy é diminuido, o ganho de 3 dB em relacao ao filtro 2 que ocorre
quando dxx &~ 1 também diminui. O mesmo ocorre com o valor do EMSE do filtro 2. Assim,
a diminuigao desse ganho nao significa necessariamente que o EMSE da combinagao aumenta.
Esse resultado pode ser observado através dos graficos de EMSE dos filtros componentes e da
combinagao. Considerando que para garantir a estabilidade dos filtros, u; << 2/Tr(R) para
o LMS, 11; << 2 para o NLMS |Diniz, 2008] e p; << 25/3Tr(R)¢ para o CMA |Nascimento
e Silva, 2008, Eq. (14)], as expressoes de EMSE dos filtros componentes no caso estacionario

podem ser aproximadas por

Gi(o0) = 5 (2.44)
Ga(00) = 5X;K, (2.45)

sendo K uma constante que depende do algoritmo usado e de parametros do cenario conside-
rado. Para o LMS, por exemplo, K = p;02Tr(R). A expressao de EMSE da combinagao pode

ser aproximada por
. 1 5X)(K

T 20xx + 1

Na Figura 2.2, estao representadas as curvas de (;(c0), i = 1,2 e ((c0) aproximadas pelas

¢ (o0 (2.46)

expressoes (2.44), (2.45) e (2.46). Como pode ser observado, a situagao do ganho de 3 dB que
ocorre quando dxy ~ 1 corresponde ao maximo EMSE da combinacio. A medida que dxx &
diminuido, o ganho em relagao a (3(c0) diminui, porém (3(cc0) também diminui, fazendo com
que ((00), em termos absolutos, diminua. Quando dxx ¢ pequeno, o ganho da combinagao é

praticamente inexistente, ja que esta tem um desempenho muito proximo ao do filtro 2.

7,()
. A7 ()
{y@)-3 — —— —— —

EMSE (dB)

0 0.5 1

6XX

Figura 2.2: Comparagao entre ((00) e (;(00), 1 = 1,2.

Apesar do ganho de EMSE proporcionado pela combinagao afim quando dxx — 1, a
combinagao, nesse caso, apresenta uma velocidade de convergéncia muito baixa. Isso ocorre

pois na adaptagao de n(n), é usado o termo [y;(n) —y2(n)], que é muito pequeno caso 0s passos
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de adaptagao (ou fatores de esquecimento) sejam muito proximos. Essa propriedade pode ser
utilizada de forma mais pratica se o valor do parametro 7(n) for considerado constante e igual
a 7,(00) mostrados na Tabela 2.5, para cada tipo de combinagao considerado. Os valores dos
parametros necessérios para o calculo de 7j,(0c0) sdo facilmente obtidos ja que Tr(R) = Mo?2,
sendo o2 a poténcia do sinal de entrada do filtro e no caso do CMA, a%, ~ e & sao constantes
que dependem de estatisticas do sinal transmitido. Assim, a saida combinacao passa a ser

calculada por
y(n) = 1o(00)y1(n) + [1 = 70 (00)]y2(n). (2.47)

Como 17,(c0) é uma constante, a combinacao tera convergido assim que o filtro mais lento
convergir. Como é necessario fazer dxx =~ 1 para que o ganho de EMSE ocorra, as velocidades
de convergéncia dos filtros componentes serao muito proximas e a velocidade de convergéncia
da combinacgao sera praticamente igual a dos filtros componentes. Assim, usando a combinagao
de filtros componentes com passos de adaptagao (ou fatores de esquecimento) proximos e
o parametro de mistura fixo, é possivel obter um determinado nivel de EMSE com uma
velocidade de convergéncia um pouco maior que a oferecida por um filtro tnico, as custas da

duplicacao da complexidade computacional.

2.6.1 Possibilidade de ganho maior que 3 dB

Uma idéia para aumentar o ganho de EMSE que a combinagao afim oferece, é combinar
as saidas de duas combinagoes afim usando filtros componentes com passos de adaptagao (ou

fatores de esquecimento) proximos, como mostrado na Figura 2.3.

v(n) a(ni
d(n
» w,(n-1) —»
° S cana
e(n)
n
P Comb. Afim 1 @) yAi( ) ? u(n —»| Comb. Afim 1 @)
u(n y(n y(n

Comb. Afim 2 @)

Comb. Afim 2 @)

A 4
A 4

(@) (b)

Figura 2.3: Esquema da combinagao afim de duas combinagoes afim. (a) Caso supervisionado.
(b) Caso autodidata.

Conforme o resultado obtido em (2.40), a combinagao afim A;, composta pelos filtros 1 e
2, tem seu EMSE dado por

N AG3(o0)
AGi(00) + Agy(o0)

G, (00) & (a(00) (2.48)
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Esse resultado pode ser estendido para o EMSE da combinacao A,, composta pelos filtros 3 e

4, obtendo

B AGj(o0)
AG(00) + Ads(o0)’

sendo A¢s(00) £ (3(00) — (aa(00) e Acy(00) 2 (4(00) — (4(00). O céleulo de (5(00), Cu(0) e

(34(00) pode ser feito estendendo os resultados obtidos para (;(00), (2(00) e (12(00), mostrados

nas Tabelas 2.2 e 2.3. O EMSE 6timo da combinacao de A; e Ay é dado por

(a5 (00) = G4(00) (2.49)

AG3, (o)

C<OO> ~ CAQ <OO) - ACAI <OO> + ACAQ (OO)’

(2.50)

sendo Ay, (00) £ (4, (00) — Ca,a,(00) € Ala,(00) £ (4, (00) — Ca,a,(00). O céleulo de (2.50)

requer uma expressao para o EMSE cruzado (4, 4,(00), definido por

§A1A2(oo) = lim E{ethz‘h (n)ea7A2 (n)} (2'51)

n—oo

Essa expressao pode ser obtida estendendo o resultado de (2.22) para as combinagoes A; e
As, ou seja,

€a,4, (1) R 14, (0)€a1 (1) +[1 =14, (n)]€q2(n) (2.52)

€a,45 (1) R 14, (1)€03(1) + [1 =14, (n)]€aa(n). (2.53)

Substituindo (2.52) e (2.53) em (2.51), obtém-se

G (00) = Tim B, (04, (0)eas (0)eas () + 4, (0)[1 = 1, ()]s (1) ()
1= 1, ()], () 2(m)es ()
L=, (][~ iy ()] (n)eaa(m) } (254)

Calculando a esperanca e o limite e considerando que as combinagoes sao adaptadas com o

parametro de mistura 6timo, chega-se a

(14 (00) & 70,4, (000,45 (00)C13(00) + 7o, 4, (00)[1 = 7o, 4, (00)]C14(00)
+ [1 = o, Ay (OO)]"?O7A2(OO)§23(OO)
+ [1 = 70,4, (00)][1 = 7lo,4, (00)]¢24(00), (2.55)

sendo os termos (13(00), (14(00), Ca3(00) € (24(00) calculados através da extensao dos resultados
da Tabela 2.3. Os valores dos parametros de mistura 6timos podem ser obtidos usando o

resultado de (2.35), ou seja,

_ - Ay (o)
o () & RET0) + AG(o)

(2.56)
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- Agy(o0)
A (00) + Al (00)

O EMSE da combinacao ¢ obtido usando (2.56) e (2.57) para calcular (2.55) e usando esse

resultado em (2.50). Em seguida, deve-se substituir as expressoes de (;(00) e (;j(00), i,j =

o, 42 (00) (2.57)

1,2,3,4 referentes ao algoritmo utilizado. Foi verificado, usando um programa de computacao
simbélica, que quando sao considerados filtros de mesma familia, com passos de adaptagao (ou
fatores de esquecimento) proximos, o EMSE (4, 4,(c0) ¢ 3/8 menor que o EMSE dos filtros
componentes, o que representa um ganho de 4,26 dB. Esse resultado indica que se esse esquema
for estendido para mais filtros (8, 16, etc.), o ganho de EMSE obtido terd um limite, deixando
de aumentar significativamente a partir de um determinado ntmero de filtros componentes
combinados. Entretanto, a complexidade da forma apresentada para o calculo do EMSE final
torna-se maior & medida que é aumentado o niumero de combinagoes. Assim, é necessario um

estudo de uma forma mais simplificada de obter esses resultados.

2.7 Resultados em ambiente nao-estacionario

Num ambiente nao-estacionario, substituindo as expressoes das Tabelas 2.2 e 2.3 nas Equa-
goes (2.34) e (2.39), pode-se notar que a maior redu¢ao do EMSE da combinacao afim em rela-
¢ao ao EMSE dos filtros componentes também ocorre quando ¢;(00) = (3(00). Essa condigao

pode ocorrer em duas situagoes:

i) quando os filtros componentes tiverem passos de adaptagao (ou fatores de esquecimento)
distintos e Tr(Q) = ¢i2, sendo g2 um escalar, dado pelas expressbes mostradas na

Tabela 2.6, para cada tipo de combinagao considerado, ou

ii) quando os filtros componentes tiverem passos de adaptagao (ou fatores de esquecimento)

muito préoximos, ou seja, quando dxx == 1.

Na Tabela 2.6, sao mostradas expressoes analiticas para ¢ e ((00) da combinagao nas duas
situacoes descritas. E possivel notar que a reducdo do EMSE da combinacio em relacio ao
EMSE dos filtros componentes ¢é limitada em 3 dB em ambas as situagoes. Na situacdo i), a
maxima redugao ocorre quando dxx — 0, ou seja, quando o passo de adaptacao do filtro 1 é
muito maior que o do filtro 2 no caso do LMS, CMA ou NLMS ou quando 1 — A; é muito maior
que 1 — Ay no caso do RLS. Ja na situagao ii), a maxima redugao de EMSE ocorre quando o
ambiente tende a ser estacionério, ou seja, quando Q ~ 0.

Novamente, com as expressoes da Tabela 2.4 para o caso da combinacao de dois filtros
RLS fica dificil observar esses resultados analiticamente. Entretanto, na Secao 2.8, esses
resultados podem ser observados graficamente ja que as curvas teodricas foram obtidas com
essas expressoes. Para o caso da combinacao de um LMS com um RLS, é possivel observar

que ha também um limite de reducao de 3 dB do EMSE da combinagao em relagao ao EMSE
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Tabela 2.6: Expressoes analiticas para ¢12 e ((00) para as situagdes (i) e (ii) no caso nao-
estacionario.

Combinagao (i) (ii)
q12 ¢(o0) ((o0)

(2(00) | 20L1.C2(00) (2(o0) a2 Tr(R)Tr(Q)

pi-LMS e po-LMS | p1p100?Tr(R) 5 (14 02 5 265(00)

_ . ~ g G2(00) | 20w Ga(00) | Ga(00) | op[Tr(R)*Tr(Q)ay

(11-NLMS e 11o-NLMS 1 o0, iy, 5 1+ 5w )? 2 205(50)
~ ~ CQ(OO) 25RRC2(OO) CQ(OO) MO'gTI'(QR)

)\1—RLS € )\Q—RLS )\1)\20'12)M 9 (1 T 5RR)2 9 2C2(OO)
(2(00)  20ccCa(00) (o(00)  o3Tr(R)Tr(Q)

p1-CMA e po-CMA | iy po03Tr(R) 5 + 1+ oc0)? 5 + 2505(00)

dos filtros componentes mas as condi¢oes em que esta reducao ocorre sao diferentes devido a
distingao entre os algoritmos componentes da combinagao. Esse resultado também é mostrado
graficamente na Secao 2.8.

O comportamento da combinagao no caso nao-estacionario também pode ser estudado
através das curvas de NSD. Na Figura 2.4-(a), sdo mostradas as curvas de NSD dos filtros
componentes, da combinagao afim (NSD,(c0)) e da combinacao convexa (NSD.(c0)) para
uma combinagao de dois algoritmos CMA com passos de adaptagao distintos (situacdo i). Na
Figura 2.4-(b), sdo mostrados os valores de 7,(c0) para a combinagao afim e para a combina¢ao
convexa. O formato das curvas é semelhante para os outros tipos de combinagao de algoritmos
de mesma familia. Conforme a analise feita através das expressoes, a maior redugao de EMSE
ocorre quando Tr(Q) = ¢i2 que faz com que (3(oc0) = (2(c0) e conseqiientemente NSD; (c0) =
NSDy(00). Entretanto, conforme pode ser visto Figura 2.4-(a), apesar da méaxima reducao
de EMSE, essa situagao nao ¢ a mais favoravel ja que o NSD e conseqlientemente o EMSE
da combinagao nao é minimo. O EMSE minimo da combinagao ocorre quando Tr(Q) = ¢;
ou Tr(Q) = ¢, representados na Figura 2.4-(a), o que faz com que respectivamente o filtro 1
ou o filtro 2 esteja ajustado com passo de adaptacao (ou fator de esquecimento) 6timo e
tenha desempenho 6timo. Nesse caso, a combinacao tem EMSE minimo, igual ao do filtro
componente com desempenho 6timo. E possivel observar ainda que nessa situacio de passos de
adaptagao (ou fatores de esquecimento) distintos, o comportamento das combinagoes convexa e
afim é muito parecido pois o valor de 7,(00) se encontra no intervalo [0, 1] para ¢o < Tr(Q) < ¢1.
Entretanto, quando Tr(Q) > ¢; ou Tr(Q) < ¢q, 7o(00) > 1 ou 7,(c0) < 0, respectivamente.
Isso faz com que o desempenho da combinagao afim seja um pouco superior ao da combinagao
convexa. No entanto, quanto mais distintos forem os passos de adaptagao (ou fatores de

esquecimento), menor a diferenca entre as duas combinagoes.
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Figura 2.4: Curvas de NSD para as combinagoes afim (NSD,) e convexa (NSD.) de dois
algoritmos CMA com passos de adaptacao distintos. M = 4, pu; = 1 x 1074, py = dccpir e
dcc = 0,1. Sinal de entrada com constelagao [—3,—1,1,3], ¥ = 6,8, £ = 190,24, a% = 28.8.

No caso de passos de adaptagao (ou fatores de esquecimento) proximos (situagao ii), ha uma
diferenca maior entre o desempenho da combinag¢ao afim e o da combinacao convexa conforme
pode ser visto na Figura 2.5. Nesse caso, a combinagao convexa tem um desempenho igual
ao dos filtros componentes enquanto a combinacao afim apresenta um ganho de até 3 dB
em relagao aos filtros componentes quando Tr(Q) = 0, conforme previsto pelas expressoes
analiticas. H& também um ganho da combinagao afim quando Tr(Q) é grande. Porém, na
pratica, os modelos de EMSE nao funcionam nesse caso e o ganho é apenas uma conclusao
teorica. E possivel observar na Figura 2.5-(b), que o valor de 7,(c0) da combinacio afim
chega a valores bem maiores que 1 e bem menores que 0, o que causa a grande diferenga no

desempenho das duas combinagoes.

2.8 Resultados de Simulacao

Para verificar o comportamento da combinacao afim e a validade da anélise no caso super-
visionado, foi considerada uma aplicacao de identificacao de sistemas e duas solugoes 6timas

formadas por M = 7 coeficientes aleatorios dados por

w1 (0)=1[090 —054 021 —0,03 0,78 0,52 —0,09 ]

wl,(0)=[025 —047 —0,38 0,05 —0,18 0,79 0,15 ].

Nas simulagoes, quando utilizado sinal de entrada colorido, este foi gerado através de um filtro
autoregressivo (AR) de primeira ordem com fungao de transferéncia /(1 — a?)/(1 — az™!),
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Figura 2.5: Curvas de NSD para as combinagbes afim (NSD,) e convexa (NSD.) de dois
algoritmos CMA com passos de adaptacao proximos. M = 4, pu; = 1 x 1074, o = oo e
dcc = 0,9. Sinal de entrada com constelagao [—3,—1,1,3], 7 = 6,8, { = 190,24, 03 = 28,8.

com a = 0,8. Tanto para sinal de entrada colorido como para sinal de entrada branco, foi
considerada varidncia 1/M, o que leva a Tr(R) = 1. Para formar o sinal desejado, é somado
um sinal de ruido v(n), com variancia o = 0,01. Em todas as figuras do caso supervisionado,
os valores teoricos do LMS e do NLMS foram calculados usando as expressoes de (;(o0) e
(12(00) mostradas nas Tabelas 2.2 e 2.3 e para o RLS, foram usadas as expressoes mostradas
na Tabela 2.4.

Na Figura 2.6, sao mostrados resultados para as combinagoes de algoritmos p;-LMS com
to-LMS, [17-NLMS com [io-NLMS e A;-RLS com M\>-RLS para o caso estacionario com a
solucdo 6tima dada por w,(0) e entrada colorida. As linhas cheias representam os valores
teoricos. Para cada ponto, foi feita uma média de 50 realizagoes. Pode-se observar que nos
trés casos, quanto mais proximo de 1 for o valor de dxx, mais proximo de 0,5 é a razao
((00)/min{(;(c0)}, i = 1,2, o que representa um ganho de 3 dB no EMSE da combinagao em
relagdo ao menor EMSE dos filtros componentes. A estimativa feita através da anélise nao
é tao boa para o caso do NLMS porque as expressoes de (;(00) e (12(00) para esse caso nao
sao tao precisas quando é utilizado um nimero de coeficientes pequeno no filtro. Entretanto,
quando ¢é utilizado um maior niimero de coeficientes, a estimativa prevista pela analise tem
uma concordancia melhor com o resultado experimental conforme pode ser visto na Figura 2.7.
Nessa figura, foi utilizada a combinacao de ji1-NLMS e fio-NLMS com M = 30 coeficientes e
solucao 6tima w, formada por 30 coeficientes aleatérios com média nula e varidncia unitaria.
Sao mostrados também os resultados da Figura 2.6 para efeito de comparagao. Pode-se notar
que para um maior namero de coeficientes, as hipoteses assumidas para obtengao de (;(c0) e

(12(00) s@o mais realistas e o resultado experimental coincide melhor com o resultado teorico.
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Figura 2.6: Combinagdo afim no caso supervisionado estacionario. Valores teéricos (linha
cheia) e experimentais (O) de ((0o0)/min{(;(c0)}, i = 1,2 para 50 realizagdes com M = 7,
02 = 0,01 e diversos valores de dxx. Entrada colorida (modelo AR com poélo em 0,8) de
poténcia 1/M e solu¢do 6tima w,1(0). (a) p-LMS com po-LMS, py = 0.1, pe = 0rppi,
pn = 1. (b) 13-NLMS com [1o-NLMS, 11 = 0,1, fig = dnnfir, ey = 1 x 107° e p,, = 0,1 para
ony = 0,1, oy = 0,3 e dyn = 0,5; p, = 0,5 para oy = 0,7 e p,, = 3 para oy = 0,9.
(¢) A-RLS com Ap-RLS, Ay = 0,9, Ao =1 = 0rr(1 = A1), eg =1 x 102 e p,, = 1.
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Figura 2.7: Combinagao afim de p1-NLMS e pio-NLMS com g1y = 0,1 e 15 = dynji1, €y =
1 x 107 no caso supervisionado estacionario. Valores teéricos (linha cheia) e experimentais
(O) de ((o0)/min{(;(c0)}, i = 1,2 para 50 realizacdes com o2 = 0,01 e diversos valores de
dnn. Entrada colorida (modelo AR com poélo em 0,8) de poténcia 1/M e solugao 6tima w, 1 (0).
Em azul, M = 30, u, = 6 e solugao 6tima formada por 30 coeficientes aleatorios de média 0 e
variancia 1. Em cinza, resultados obtidos na Figura 2.6.

Nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10, sdo mostrados o EMSE e o valor de E{n(n)} ao longo das
iteracoes no caso estacionédrio para as combinagoes usando dois algoritmos LMS, NLMS e
RLS respectivamente. As linhas cheias representam os resultados experimentais e as linhas
tracejadas representam os resultados teoricos. Nos trés casos, foi considerado dxx = 0,1 e
foi feita uma média de 500 realizagoes. Inicialmente foi considerada a solugdo 6tima w, 1(0)
com sinal de entrada branco e no meio da simulagao alterou-se para w,2(0) e sinal de entrada
colorido mantendo Tr(R) = 1. Pode-se verificar que a analise faz uma boa estimativa dos
valores de EMSE e E{n(n)} em regime. Com relagao a universalidade da combina¢ao, pode-

se notar que esta depende do ajuste do passo de adaptagao p,. Nas Figuras 2.8 e 2.9, o
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passo foi ajustado para a situacao de entrada colorida, fazendo com que o comportamento
da combinacao fique proximo ao universal nessa condi¢ao e inferior ao universal na situagao
de entrada branca. Na Figura 2.10, o passo foi ajustado para a situacao de entrada branca,
fazendo com que o comportamento da combinacao fique proximo ao universal nessa situacao

e inferior ao universal quando considerada entrada colorida.

(a) (b)

— M -LMS
-10 — W,-LMS
-15 — Combinagéo
@ -20 .
2 z
B 25 =
S L
m —30
_35 F
_40 L
_45 = = = = = = = :
2 4 6
iteragGes x 10° iteraces x 10"

Figura 2.8: Combinacao afim de p;-LMS e po-LMS no caso estacionario. M =7, o2 = 0,01,
p = 0,1, gy = dppp1 e dr = 0,1. Entrada branca e solugdo 6tima w, 1(0) até n = 2,5 x 10* e
entrada colorida (modelo AR com p6lo em 0,8) e solugao 6tima w,, »(0) a partir de n = 2,5x10%.
Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com f,, = 1. Valores tedricos
tracejados.

O comportamento das combinacoes de dois filtros LMS, dois filtros NLMS e dois filtros
RLS quando dxx = 0,9 no caso estacionario é mostrado respectivamente nas Figuras 2.11, 2.12
e 2.13. Nos trés casos, foi feita uma média de 500 realizagoes com a solucao 6tima dada por
W,,1(0) com entrada colorida e utilizou-se um filtro de média mével com 32 coeficientes. Pode-
se notar que nos trés casos ocorre um ganho de aproximadamente 3 dB e o valor de 7j,(c0) é
negativo. H4 uma boa concordéancia entre a anélise e a simulagao no caso das curvas de EMSE
para a combinagao com dois algoritmos LMS ou RLS. No caso do NLMS, a diferenca entre
analise e a simulac¢ao é um pouco maior devido a imprecisao que ocorre no modelo quando se
utiliza um pequeno nimero de coeficientes nos filtros. O valor da andlise para 7,(co) ¢ menor
do que o obtido na simulagao nos trés casos. Isso ocorre principalmente porque uma pequena
variagao no valor de dxx, quando dxx = 1 nas expressoes analiticas de 7,(c0) causam uma
grande variagao no valor da estimativa de 7,(c0). Pode-se notar ainda que apesar do ganho
em relagao aos filtros componentes, a velocidade de convergéncia da combinacao é lenta ja que
a adaptacao de n(n) depende de [y1(n) — y2(n)] (Equacao (2.2)) que, nesse caso, ¢ um valor

muito pequeno ja que os filtros tém passos (ou fatores de esquecimento) muito proximos.
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Figura 2.9: Combinacao afim de f1;-NLMS e 1,-NLMS no caso estacionario. M =7, 02 = 0,01,
f = 0,5, iz = dnnfi1, Oy = 0,1 e ey = 1 x 107°. Entrada branca e solugao 6tima w, 1(0) até
n = 5000 e entrada colorida (modelo AR com poélo em 0,8) e solugao 6tima w,2(0) a partir
de n = 5000. Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagdes com p, = 0,5.
Valores teoricos tracejados.
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Figura 2.10: Combinagao afim de A\;-RLS e A\»-RLS no caso estacionario. M =7, o2 = 0,01,
A=0,9, Ao =1 —08gr(1 = \1), dgr = 0,1 e eg = 1 x 1073, Entrada branca e solugao 6tima
W,,1(0) até n = 1500 e entrada colorida (modelo AR com poélo em 0,8) e solugao 6tima w, 2(0)
a partir de n = 1500. Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com
ty—1. Valores tedricos tracejados.
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Figura 2.11: Combinagao afim de ;1-LMS e po-LMS no caso estacionario. M =7, 02 = 0,01,
1 = 0,1, po = 01 e 9, = 0,9. Entrada colorida (modelo AR com polo em 0,8) e solugao
Otima w,1(0). Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com p, = 1.

Valores teoricos tracejados.
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Figura 2.12: Combinagao afim de fi;-NLMS e jio-NLMS no caso estacionario. M = 7, 02 =
0,01, fiy = 0,5, fis = dwnfi, Ony = 0,9 e ey = 1 x 1075, Entrada colorida (modelo AR com
polo em 0,8) e solugao 6tima w,1(0). Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500
realizacoes com p,, = 0,5. Valores tedricos tracejados.
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Figura 2.13: Combinagao afim de A;-RLS e A\p-RLS no caso estacionario. M =7, o2 = 0,01,
A=0,9, Ay = 1 —dgr(1 — A1), dpr = 0,9 e eg = 1 x 107. Entrada colorida (modelo AR
com polo em 0,8) e soluc@o 6tima w, 1(0). Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500
realizagoes com p,—1. Valores tedricos tracejados.

No caso autodidata, foram feitas simulagoes com a combinagao afim de dois algoritmos
CMA utilizando o algoritmo (2.6). Na combinacdo, foram usados dois equalizadores com
M = 4 coeficientes cada, usando sobreamostragem de fator S = 2 [Treichler et al., 1996].
Os equalizadores foram inicializados com apenas um elemento nao-nulo e unitario na segunda
posigao e o sinal de entrada considerado foi do tipo 4-PAM (pulse amplitude modulation). Nas
simulagoes foram utilizados dois canais com coeficientes [Arenas-Garcia e Figueiras-Vidal,
2006, Yousef e Sayed, 1999|

h =01 03 1,0 —0.1 05 0,2]

hl =[0,25 064 080 —0,55].

Na Figura 2.14, sao mostrados o EMSE e o valor de E{n(n)} ao longo das iteragoes no
caso estaciondrio para a combinagao de dois algoritmos CMA com gy = 1 x 103, po = docpir €
dcc = 0,1. Foi feita uma média de 500 realizagoes e a curva de EMSE foi filtrada por um filtro
de média mével com 128 coeficientes para melhor visualizagao. Inicialmente foi usado o canal
h; e no meio da simulagao, alterou-se para o canal hy. Pode-se observar que a anélise faz uma
boa estimativa do valor de E{n(n)} em regime. No caso do EMSE, existe uma diferenca entre
os valores tedricos e experimentais. Entretanto a anélise é capaz de predizer o comportamento
dos algoritmos razoavelmente bem, considerando que uma pequena diferenga em dB é comum
em modelos para algoritmos autodidatas devido as hipoteses que devem ser assumidas para

possibilitar a analise.



2.8 Resultados de Simulacao 38

(@) (b)

0 B
— 1, ~CMA
adb — 1,~CMA
- -10 — Combinag&o
m
S =
I -15 —_——_—_——_—_—Tremm—_—_—_—_———= \C/
e =
2 \ i
L -20t-
=25 p= = = omm == mmEmoEw mmem cEm ogm
-30 L L L L L ) . L L L L L )
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
iteracdes % 10° iteracdes x 10*

Figura 2.14: Combinacao afim de p1-CMA e po-CMA no caso estacionario. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S =2, iy = 1 x 1073, py = dccptq € dcc = 0,1.
Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitario na segunda
posicao. Canal h; até n = 6 x 10* e canal hy a partir de n = 6 x 10*. Média de 500 realizacoes

com i, = 0,075. Valores teoricos tracejados.

Na Figura 2.15, sao mostrados o EMSE e o valor de E{n(n)} ao longo das iteragoes para o
caso em que os passos de adaptacao dos filtros componentes estao proximos (dcc = 0,9). Nesse
caso, utilizou-se o canal h; e foram feitas 500 realizacoes. Além disso, as curvas de EMSE
foram filtradas por um filtro de média-movel com 128 coeficientes. Pode-se notar que o EMSE
da combinacao ¢é cerca de 3 dB menor que o EMSE dos filtros componentes, conforme previsto
pela analise. Como no caso supervisionado, a velocidade de convergéncia da combinagao é

muito lenta ja que a adaptacao de n(n) depende de [y;(n) — y2(n)] (Equacao (2.6)).
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Figura 2.15: Combinacao afim de j1-CMA e po-CMA no caso estacionario. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, y; = 1 x 1073, 5 = dcopy € dcc = 0,9.
Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitario na segunda
posicao e canal hy. Média de 500 realizacoes com u, = 0,1. Valores teéricos tracejados.
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Na Figura 2.16, sao mostrados os resultados obtidos quando o parametro 7n(n) é conside-
rado constante e igual a 7,(00) mostrados na Tabela 2.5, com dxx = 0,999. Para facilitar
a visualizacao, utilizou-se um filtro de média moével de 128 coeficientes. Pode-se notar que a

combinagao permite obter um ganho de aproximadamente 3 dB em relagao aos filtros compo-

nentes.
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Figura 2.16: Resultados da combinacao afim de dois algoritmos com dxx = 0,999 e parametro
n(n) constante e igual a 7,(c0). Média de 500 realizagdes. No caso supervisionado, solugao
6tima dada por w,1(0), entrada colorida (modelo AR com poélo em 0,8) com poténcia 1/M
e 02 = 0,01; No caso autodidata, canal h; e sinal de entrada 4-PAM. (a) u;-LMS e po-LMS
com gy = 0,05. (b) f1;-NLMS e fio-NLMS com fi; = 0,5 e ey = 1 x 107, (¢) A\;-RLS e X\-RLS
com \; =09 eeg=1x1073. (d) u1-CMA e po-CMA com p; =1 x 1073.

Com relagao a velocidade de convergéncia, apesar do aparente atraso na convergéncia da
combinagao em relagao a convergéncia dos filtros componentes, pode-se mostrar que tanto a
combinagao quanto os filtros componentes convergem com a mesma velocidade. Para o LMS,

por exemplo, o valor esperado do vetor de erro dos coeficientes transformado de um filtro ¢
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pode ser escrito na forma [Sayed, 2003|
E{V#,(n)} ~ [I — A" E{V#,(0)}, (2.58)

com as matrizes A e V obtidas a partir da decomposicao da matriz de autocorrelacao do sinal
de entrada em autovalores e autovetores, ou seja, R = VAV”, com A diagonal e V unitéria.

Assim, para cada coeficiente ¢ ;(n) de E{V*w;(n)} pode-se escrever
cri(n) & [1 — pwide]” e,i(0), (2.59)

em que Uy representa o autovalor de R referente a ¢;;(n). A velocidade de convergéncia
do filtro sera determinada pelo coeficiente ¢ ;(n) com convergéncia mais lenta, ou seja, por
cxi(n) referente a 9 minimo. Na Figura 2.17, ¢ mostrado o valor de ¢ 1(n) mais lento ao
longo das iteragoes para a situagao considerada na Figura 2.16-(a). Como pode ser observado,
o coeficiente ¢ ;(n) com convergéncia mais lenta s6 converge totalmente por volta do instante
n = 4 x 10*, o que justifica a convergéncia da combinacdo nesse mesmo instante, conforme
pode ser visto na Figura 2.16-(a). Entretanto, vale notar que a influéncia do coeficiente ¢ ;(n)
com convergéncia mais lenta nao ¢é significativa na convergéncia dos filtros componentes e

passa a ser significativa na convergéncia da combinagao.
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Figura 2.17: Coeficiente ¢ 1(n) do vetor E{V"Wy(n)} com menor velocidade de convergéncia
na combinagao de dois algoritmos LMS mostrada na Figura 2.16-(a).

Para verificar a possibilidade do ganho de EMSE maior que 3 dB no caso estacionério,
foi considerada a combinacao de duas combinagoes de equalizadores adaptados com o CMA.
Para obter o ganho, os filtros componentes sao adaptados com passos de adaptagao proximos.
Os resultados sao mostrados na Figura 2.18, sendo os graficos de EMSE dos filtros ps-CMA e
1s-CMA omitidos para facilitar a visualizacio. E possivel verificar que as combinacoes com-
ponentes obtém um ganho de cerca de 3 dB em relagao aos filtros componentes e a combinagao

global apresenta um ganho adicional, obtendo cerca de 4 dB em relacao aos filtros compo-
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nentes. Os resultados sao coerentes com a analise, considerando a pequena diferenca em dB,
decorrente das hipoteses assumidas para a andlise do CMA. A velocidade de convergéncia
do parametro de mistura global é menor que a dos parametros de mistura das combinagoes
componentes, o que motiva a utilizacao dos parametros de mistura fixos, com seus valores
iguais aos valores analiticos 6timos em regime, como feito na Figura 2.16. Entretanto, no
caso da combinacao global, o valor analitico 6timo nao é suficientemente preciso para que
ocorra o ganho em relacao ao EMSE das combinagbes componentes, sendo necessario fazer
sua adaptacao. Um comportamento interessante pode ser notado no inicio da convergéncia
da combinacao, onde esta é capaz de obter um nivel de EMSE menor que o nivel obtido em

regime durante algumas iteragoes.
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Figura 2.18: Combinagao afim das combinagoes A; (1-CMA e pus-CMA) e Ay (u1-CMA e
p2-CMA) no caso estacionario. Sinal de entrada 4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de
fator S = 2, M1 = 1 x 1073, Mo = 50071[11 € 5()071 = 0,95, M3 = 0,9405 X 1073, Mg = 5(;072;@, e
dcc2 = 0,95. Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitario
na segunda posicao e canal hy. Média de 500 realizagoes com fi, 4, = fiy 4, = ptyy = 0,1. Valores
teodricos tracejados.

Para verificar o comportamento das combinac¢oes e a validade da analise no caso nao-
estacionario, foram feitas simulacdes em diversos ambientes. Definindo dgy = pa/(1 — \;)
para a combinagao A;-RLS com po-LMS, na Figura 2.19, sao mostrados os resultados de
((00)/min{(;(c0)}, i = 1,2 de combinagoes afim de dois filtros LMS, dois filtros NLMS, dois
filtros RLS e um filtro RLS com um LMS para diversos valores de dxy e diversos valores de ag.
Os resultados experimentais para as combinagoes de dois filtros da mesma familia coincidem
com os resultados mostrados na Tabela 2.6, onde a maior reducao de EMSE da combinagao
em relagao ao EMSE dos filtros componentes ocorre quando Tr(Q) = g2 ou quando dyx =~ 1.
Também de acordo com a analise, quanto maior o valor de 02 e conseqiientemente Tr(Q),

menor o ganho da combinagao em relacao aos filtros componentes. Pode-se notar que existe um
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ponto em que ((00) = min{¢;(c0)}, i = 1,2. Nesse ponto, a combinagao tem um desempenho
igual ao desempenho do filtro componente com menor EMSE, que é adaptado com passo (ou

fator de esquecimento) 6timo para o determinado valor de 03

, R e 02 Apesar da combinagao
afim conseguir obter um ganho de EMSE em relagao aos filtros componentes, o EMSE minimo
que pode ser obtido é limitado pelo EMSE obtido com um filtro adaptado com passo (ou fator

de esquecimento) 6timo.

(a) — LMS com LMS (b) = NLMS com NLMS
- -
£ £
£ £
NS NS
- =
£ £
£ £
NS NS

Figura 2.19: Combinagao afim no caso supervisionado nao-estacionario. Valores tedricos (linha
cheia) e experimentais (O, d, V) de ((c0)/min{¢;(c0)}, i = 1,2 para 50 realizagoes com M = 7,
o7 = 0,01 e diversos valores de dxy e diversos valores de o7. Entrada colorida (modelo AR
com polo em 0,8) de poténcia 1/M e solugao 6tima wy(0). (a) u1-LMS com po-LMS, p = 0,1,
Mo = 5LLN1, Uy = 1. (b) ﬁl-NLMS com ﬁQ-NLMS, ,El = 0,1, [72 = 5NN/71a ey = 1 X 107° e
pn = 1. (¢) A-RLS com M\o-RLS, Ay = 0,9, \a = 1 —dgr(l — \1), eg = 1 x 107% e p,, = 1.
(d) A-RLS com pe-LMS, A\; = 0,9, pis = 0pr.(1 — A1), eg =1 x 1073 e p,, = 0,5.

No caso da combinacao de um filtro RLS com um LMS, fica dificil simplificar a expressao
de EMSE para caracterizar o comportamento da combinacao. Nesse contexto, as curvas

teoricas do NSD mostradas na Figura 2.20 possibilitam uma outra forma de interpretagao da
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combinag¢ao. Pode-se notar que nao existe uma simetria entre as curvas NSD; e NSDy como
ocorre com a combinacao de dois filtros de mesma familia. Isso ocorre pois nao existe um

valor tinico de EMSE 6timo ¢ o NSD deve ser calculado como

Gi(o0)
NSD;(00) = — , 2.60
(%) = TG s(00), Comas(09)} (260)
sendo (o rms € Corrs 0s valores 6timos em regime do EMSE obtidos com os algoritmos LMS e
RLS, respectivamente. Com isso, a redugao de EMSE obtida quando o EMSE do filtro 1 é igual
ao EMSE do filtro 2 depende também da diferenca entre ¢, rrs(00) € (o Lms(00). Nos resultados
mostrados na Figura 2.19-(d), a maior redu¢ao de EMSE obtida foi de aproximadamente 3 dB

e para as trés situagoes consideradas, ocorreu quando (;(00) &= (3(00).
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Figura 2.20: Curvas teéricas de NSD da combinagao afim de A\-RLS e pus-LMS. M = 7,
02 =10,01, \; =0,99, s = 1 x 1073 ¢ Q o« R™!. Entrada colorida (modelo AR com p6lo em
0,8).

Para o caso nao-estacionario e autodidata, foram feitas simulagoes da combinacao de dois
algoritmos CMA para diversos valores de Tr(Q) usando o canal hy;. Na Figura 2.21, s@o
mostrados os resultados do NSD(oo) para os filtros componentes (NSD;(00) e NSDy(00)), o
cruzado (NSDj2(00)) e para a combinagao afim (NSD,(c0)). Além disso, para efeito de com-
paracao, sao também mostrados os resultados obtidos com a combinagao convexa (NSD.(c0))
de [Arenas-Garcia e Figueiras-Vidal, 2006]. Nesse caso, devido as diferengas entre os valores
de EMSE teéricos e experimentais que ocorrem para o caso autodidata, os valores de (, usa-
dos para o célculo do NSD foram obtidos experimentalmente. Nessa figura, p; = 1 x 1074,
to = 0ccphr € doc = 0,1. Como o = 0,1, a redugao de EMSE que ocorre na combinagao afim
no intervalo [g, q1] é quase imperceptivel para o nivel de detalhe da figura. O desempenho
das duas combinagoes é muito semelhante, apesar da restri¢ao imposta a 7(n) na combinacao

convexa. Pode-se notar que o maximo ganho de EMSE da combinacao em relagao aos fil-
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tros componentes é de aproximadamente 1,8 dB e ocorre para ambas as combinacoes quando
Tr(Q) ~ pp203Tr(R) = 4 x 1077, que faz com que (i(00) = (2(00).
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Figura 2.21: Combinagoes afim e convexa no caso autodidata nao-estacionario. Sinal de
entrada 4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S = 2, p; = 1 x 1074, py = dcopin,
0cc = 0,1. Vetores de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitario
na segunda posigdo. Canal h;. Valores teoricos (linhas) e experimentais (x) do NSD dos
filtros componentes, da combinagao afim (NSD,, p, = 0,0075) e da combinagao convexa
(NSD., pto = 0,075, = 4). Média de 50 realizagoes.

2.9 Conclusoes

Neste capitulo, a combinagao afim de dois algoritmos LMS de Bershad et al. [2008| foi
estendida para os algoritmos NLMS, RLS e CMA. Foi feita uma analise do parametro de
mistura 6timo e do EMSE da combinac¢ao em regime obtendo-se expressoes que dependem
do EMSE dos filtros componentes em regime e do EMSE cruzado. Os resultados obtidos
sao semelhantes aos resultados existentes para a combinagao convexa em Arenas-Garcia et al.
[2006a], exceto pela limitagao do parametro de mistura 6timo ao intervalo [0, 1] da combinagao
convexa. Usando resultados existentes na literatura para as expressoes de EMSE dos filtros
componentes e do EMSE cruzado, verificaram-se algumas propriedades da combinacao afim.

No caso estacionério, o valor do parametro de mistura 6timo em regime é sempre negativo e
a combinacao 6tima tem EMSE em regime sempre inferior ao menor EMSE em regime dos fil-
tros componentes. Na prética, é possivel verificar que a combinacao afim tem comportamento
proximo ao universal. Um resultado interessante é obtido quando sao usados filtros compo-
nentes com passos de adaptagao ou fatores de esquecimento muito proximos. Nesse caso, o
valor do parametro de mistura 6timo em regime ¢ um ntmero negativo com modulo muito

grande. Isso faz com que a combinacao 6tima seja capaz de obter um EMSE em regime igual
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a metade do menor EMSE dentre os filtros componentes, ou seja, ha um ganho de EMSE. A
implementacao pratica dessa situacao nao é muito eficiente ja que a adaptacao do parametro
de mistura envolve o termo [y;(n) — y2(n)], o que faz com que a velocidade de convergéncia
da combinagao seja extremamente lenta ja que as saidas dos filtros componentes sao muito
proximas. Uma alternativa para contornar esse problema é fixar o valor do parametro de
mistura como sendo o valor do parametro de mistura 6timo em regime obtido analiticamente.
Assim, a combinagao consegue prover o ganho estimado pela analise com a mesma velocidade
de convergéncia dos filtros componentes.

O ganho de EMSE pode ser aumentado, combinando as saidas de combinagoes de filtros
componentes adaptados com passos (ou fatores de esquecimento) préximos. De acordo com a
analise feita para o caso da combinacao global de duas combinagoes componentes, é possivel
obter um ganho de EMSE de 4,26 dB em relacao ao EMSE dos filtros componentes. Nesse
caso, a velocidade de convergéncia do parametro de mistura global torna-se ainda mais lenta e
a utilizagao do valor tedrico como parametro de mistura fixo faz com que o ganho nao ocorra,
ja que o valor teodrico nao é suficientemente preciso. Esse resultado indica que se considerado
um esquema de combinagao de combinagoes em formato de arvore, o ganho de EMSE obtido
seréd aumentado a cada nivel mas tera um limite. O calculo desse limite e do ntimero de filtros
necessarios para atingi-lo necessita do estudo de uma forma mais simples de analise, ja que a
analise apresentada aumenta muito em complexidade nesse caso.

No caso nao-estacionario, verificou-se que quando os filtros componentes tém passos de
adaptagao (ou fatores de esquecimento) distintos, a combinagao é capaz de prover um ganho
de EMSE de até 3 dB em relagao ao menor EMSE dentre os filtros componentes dependendo
dos parametros do ambiente considerado. O ganho méximo sempre ocorre quando os niveis
de EMSE dos filtros componentes sao proximos. No caso nao-estacionario, essa situacao pode
ocorrer também com passos de adaptagdo (ou fatores de esquecimento) distintos para um
determinado conjunto de parametros do cenario de filtragem. Quanto maior a diferenca entre
os niveis de EMSE dos filtros componentes, menor o ganho de EMSE da combinacao, sendo
que o EMSE da combinagao é sempre, na pior das hipdteses, igual ao menor EMSE dentre os
filtros componentes. No caso de passos de adaptacao (ou fatores de esquecimento) proximos,
o resultado obtido é semelhante. Porém, nesse caso, o niimero de conjuntos de parametros do
cenario de filtragem para os quais a combinagao apresenta o ganho de EMSE é maior, ja que
os filtros componentes possuem desempenhos muito proximos.

Em comparacao com a combinacao convexa, a diferenca da combinacao afim é que a tltima
é capaz de fazer com que o parametro de mistura seja negativo. Em ambiente estacionario,
isso faz com que seja possivel obter um ganho de EMSE de até 3 dB em relagao ao menor
EMSE dentre os filtros componentes, sendo que o ganho maximo ocorre quando os niveis de
EMSE dos filtros componentes sao muito préoximos. Num ambiente nao-estacionario, com
os filtros componentes com passos de adaptagao (ou fatores de esquecimento) distintos, o

comportamento da combinacao afim e da convexa é muito semelhante. Nesse caso, as duas
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combinagoes sao capazes de prover até 3 dB de ganho de EMSE. Isso ocorre porque no caso
nao-estacionario, o ganho ocorre numa situagao em que o parametro de mistura 6timo nao é
negativo, fazendo com que seja possivel obté-lo também com a combinacao convexa. Quando os
passos de adaptacao (ou fatores de esquecimento) sdo proximos, o comportamento é semelhante
ao do caso estacionério. A combinacao afim é capaz de proporcionar um ganho de EMSE de
até 3 dB em relagao ao menor EMSE dentre os filtros componentes enquanto a combinagao

convexa tem desempenho limitado pelo menor EMSE dos filtros componentes.



Capitulo 3

Analise do transitéorio das combinacoes e
propostas para adaptacao do parametro

de mistura

O comportamento universal da combinagao afim depende da adaptagao do parametro de
mistura. A adaptacao desse pardmetro, por sua vez, depende da escolha apropriada do passo de
adaptagao ,,. Essa escolha deve levar em conta algumas carateristicas do cenério de filtragem
como a poténcia dos sinais de saida e os passos de adaptagao dos filtros componentes, além da
relacao sinal-ruido. Com o objetivo de incluir esses fatores na escolha do passo, sao propostas
neste capitulo trés alternativas para a adaptacao do parametro de mistura.

Inicialmente é obtida uma expressao para o EMSE da combinac¢ao sem levar em conta o
algoritmo de adaptagdo de n(n). Em seguida, essa expressao é usada para analisar o algo-
ritmo 7-LMS. Para validar a analise, sao mostrados alguns resultados de simulagao e algumas
condigdes em que o algoritmo 7-LMS nao apresenta um bom desempenho na adaptacao do
parametro de mistura. Para resolver o problema, é proposta uma normalizacao instantanea
parcial na adaptagao de n(n), originando o algoritmo signed regressor (SR), que é analisado
em seguida. Com base na analise do n-LMS e do SR, sao propostos outros dois algoritmos
normalizados a fim de facilitar a escolha do passo de adaptagdao da combinacao. As analises
desses algoritmos normalizados sao obtidas da extensao das anélises do n-LMS e SR. Por fim,

sao apresentados alguns resultados de simulacao dos algoritmos propostos e as conclusoes.

3.1 O EMSE da combinacao

Como foi feito na Secao 2.2, o erro a prior: da combinacao afim pode ser escrito em funcao

dos erros a priori dos filtros componentes, ou seja,

ea(n) = n(n)ea(n) + [L —n(n)eaz(n) = eaz(n) +n(n)lear(n) — eaa(n)].  (3.1)

47
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No caso supervisionado, essa expressao é valida em todo instante de tempo mas no caso auto-
didata, ¢ uma aproximacao cuja validade em todo instante depende dos filtros componentes
terem sido inicializados proximos da solucao 6tima de zero-forcing.

Elevando (3.1) ao quadrado e tomando a esperanga de ambos os lados, obtém-se

B{e(n)} ~ E{e,(n)} +E{n*() [, (n) +€25(n) — 2601 (n)ens(n)] }
+ 2B {5(n) [eqa(n)eas(n) — Z(m)] }. (32)

Para continuar, é necessario assumir as seguintes hipoteses:

T1. Na média, o parametro de mistura 6timo da combinacao tende para seu valor 6timo em

todo instante de tempo, ou seja, E{n(n)} ~ 7,(n);
T2. n(n) é independente de e, ;(n), i = 1,2;
T3. no(n) é independente de e, ;(n), i = 1,2.

A hipodtese T1 vale em regime, como sera mostrado na Secao 3.2. No transitorio, é uma
hipotese razoavel como pode ser observado através de simulagdes. As hipoteses T2 e T3 em
geral nao sao verdadeiras uma vez que a adaptacao do parametro n(n) e seu valor 6timo 7,(n)
dependem dos erros a priori e, ;(n), i = 1,2. No entanto, elas fazem parte de um conjunto de
hipoteses de independéncia amplamente usadas em filtragem adaptativa [Haykin, 2002]. Em
[Mazo, 1979|, por exemplo, é mostrado que as hipoteses baseadas na teoria da independéncia
sao satisfeitas pelo algoritmo LMS com passo de adaptacao suficientemente pequeno. Para o
caso da combinacgao afim, é possivel verificar através de simulagoes que T2 e T3 sao hipoteses
razoaveis.

Usando T1 e T2, (3.2) pode ser reescrita como

¢(n) = G(n) + E{n*(n) } [AG (1) + Ala(n)] = 27 (n) Ala(n). (3.3)

Usando a Equagao (2.32) (pag. 21) e assumindo T3, obtém-se uma expressao para o pari-

metro de mistura 6timo instantaneo dada por

V. AG(n)
Telt) ~ RE ) + AG(n)

(3.4)

Assumindo que 7(n) seja igual ao valor do parametro de mistura 6timo pode-se obter uma

expressao para o EMSE 6timo da combinagao a partir de (3.3), ou seja,

Ca(n) & Ca(n) — 7o (n) Ala(n). (3.5)

Na préatica, no entanto, o valor do parametro de mistura em todo instante de tempo nao
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é igual ao seu valor 6timo. Usando T1, a variancia de n(n) vale

o2(n) = E{n’(n)} — n(n). (3.6)

Assim, usando (3.6) e (3.4), (3.3) pode ser reescrita como

¢(n) = Ga(n) + [og(n) — Mo ()] [AG(n) + AG(n)] . (3.7)

Vale notar que a expressao (3.7) fornece um resultado tedrico para o EMSE da combinagao em

cada instante de tempo considerando a adaptacao do parametro de mistura. A influéncia da

2
n

considerado. E necessario também usar modelos de (;(n), i = 1,2 e (12(n). Para os algoritmos

adaptacao de n(n) aparece no termo o;(n) que deve ser estimado para cada tipo de adaptacao

considerados, existem varias analises de transitorio na literatura, em que sao obtidas expressoes
teoricas para (;(n), i = 1,2 (por exemplo, [Farhang-Boroujeny, 1998], [Costa e Bermudez, 2002]
e [Nascimento e Silva, 2008]). Expressoes para o EMSE cruzado podem ser obtidas a partir
da extensao desses resultados.

Uma expressao para a variancia 0727(”) pode ser obtida através do erro do parametro de

mistura em relagao ao seu valor 6timo médio. Definindo

7(n) £ fo(n) —n(n), (3.8)

elevando ao quadrado e tomando a esperancga de ambos os lados, obtém-se

E{7(n)} = ma(n) + E{n*(n)} — 2.(n)E {n(n)}. (3.9)

Utilizando a hipotese T1, (3.9) pode ser reescrita como

E{n*(n)} = E{n*(n)} — ns(n) = oy (n). (3.10)

A seguir, para validar a hipotese T1 em regime e obter uma expressao para U%(’n), serao
feitas analises dos momentos de primeira e segunda ordens do parametro de mistura obtido

usando o algoritmo n-LMS.

3.2 Analise da adaptacao do algoritmo n-LMS

No Capitulo 2 a adaptacao do pardmetro de mistura foi feita utilizando algoritmos do
gradiente estocastico. Por conveniéncia, a forma de adaptacao do parametro de mistura da

combinagao é repetida aqui. De maneira geral, a adaptacdo de n(n) através do algoritmo
n-LMS é dada por

n(n+1) = n(n) + pyeg(n)[y1(n) = ya(n)]; (3.11)



3.2 Analise da adaptagao do algoritmo n-LMS 50

sendo
eg(n) = ea(n) +r(n), (3.12)

com r(n) = v(n) para o caso supervisionado e r(n) = 0 para o caso autodidata.

A seguir sao feitas anélises dos momentos de primeira e segunda ordens de (3.11).

3.2.1 Momento de primeira ordem

A expressao (3.7) permite obter uma estimativa para o EMSE da combinagao desde que a
adaptacao de n(n) considerada assegure a hipotese T1. A validade dessa hipotese em regime
pode ser verificada através de uma anélise de primeira ordem do erro do parametro de mistura
em relagdo ao 6timo dado por (3.8). Assim, para obter uma expressao de E{n(n)} para a

adaptagao feita com (3.11), subtrai-se ambos os lados de (3.11) de 7,(n), obtendo-se

770(”) - 77(” + 1) = ﬁo(n) - ’f?(n) - Nneg(n) [yl (n> - y2<n)] (3-13)

Substituindo (2.22) (pag. 19) em (3.12), obtém-se
eg(n) = n(n)ear(n) + [L = n(n)leas(n) +r(n). (3.14)

Considerando que no caso supervisionado y;(n) = d(n) — e;(n) = d(n) — e, ;(n) —v(n) e no
caso autodidata, y;(n) ~ a(n — 74) — €,:(n), o termo [y;(n) — y2(n)] pode ser aproximado em
ambos 0s casos por

y1(n) — ya(n) = eq2(n) — eq1(n). (3.15)

Note que no caso supervisionado, (3.15) ndo é uma aproximacao e sim uma igualdade. Subs-
tituindo (3.14) e (3.15) em (3.13) chega-se a

To(n) — n(n + 1) = 7o(n) — n(n) + pyn(n)[eaz(n) — ear(n))*
— ya(n)leas(n) = con(n)] = pyr(n)leas(n) — car(n).  (3.16)

Para continuar, é necessario assumir que

T4. a variagao de 7,(n) para 7,(n + 1) é suficientemente pequena diante das outras parcelas
de (3.16) para que seja possivel usar a aproximagao 7,(n) = 7,(n + 1). Em regime, essa
hipotese é bastante realista ja que n(n) tem uma variagdo muito maior que 7,(n) mas
durante o transitério, nem sempre é valida. Entretanto, para a adaptacao considerada,
pode-se observar através de simulagoes que essa aproximacao permite a obtencao de um

resultado tedrico coerente com o resultado experimental.
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Somando e subtraindo fi,7,(n)[€q2 — €q1]* do lado direito de (3.16) e usando T4, obtém-se

A B
N(n+1) = [1 = pyleaz(n) — ean(n)]*] (n) + 7o (n) iy leaz(n) — eqr(n))?
Ttnfar(W)las() — an(m)] —pyr()l€a2(n) — €ar(n)]. (3.17)

Aplicando a esperanga em ambos os lados de (3.17), usando T3 e considerando que r(n) é

independente de e, ;(n) com E {r(n)} = 0 para os casos supervisionado e autodidata, obtém-se

E{ij(n+ 1)} = E{1 — iy [ea(n) — ea1(n)]’} E{ii(n)}
+ NnﬁO(n)E {[ea,Q(n) - ea,l(n)]Q} — pinES {ea,Q (n) [6,172(71) - ea,l(n)]} . (3-18)

A validade de T1 em regime sera garantida se lim,, .., E{7(n)} = 0. Essa condi¢ao ocorre

se os dois ultimos termos de (3.18) se anularem, ou seja,
pnllo()E {[ea2(n) = €an(n)]*} = 1B {eas(n) [eaz(n) — ean(n)]} = 0 (3.19)
e se o fator que multiplica 77(n) for, em modulo, menor que um, ou seja,
}E {1 — fy [€a2(n) — ea,l(n)]Q}} < 1. (3.20)

Usando (3.4) e lembrando que A(;(n) = (;(n) — (12(n), a primeira parcela do lado esquerdo

de (3.19) pode ser reescrita como

pnllo()E {[ea2(n) = €an(n)]*} = piyilo(n) [AG (n) + Al (n)] = 1y Aa(n) (3.21)

e a segunda parcela como

pnE{eas(n) [eas(n) = ear(n)]} = p1y Ala(n). (3.22)

Como essas duas parcelas sdo iguais, verifica-se a igualdade de (3.19).

Para garantir (3.20), o passo de adaptagao p, deve ser escolhido tal que
B {1 = iy leas(n) — ear (P} = [1 = 1y [AG(n) + AGM)]| < 1, (3.23)

ou seja,
2

AG(n) + Aly(n)”

e com isso a validade da hipotese T1 em regime é garantida.

0<py< (3.24)
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3.2.2 Momento de segunda ordem

O modelo de EMSE da combinagao dado pela expressao (3.7) requer ainda uma expressao
para o ( ), que pode ser obtida através de (3.10). Para tanto, a esperanga do quadrado de

(3.17) deve ser calculada, ou seja,

E{7’(n+1)} =E{A’} +E{B’} + E{C*} + E{D?}
+E{2A4B} + E{2AC} + E {24D}
+E{2BC} + E{2BD} + E{2CD}. (3.25)

Como r(n) é assumido independente dos outros termos e E{r(n)} = 0, os termos E {2AD},
E{2BD} e E{2CD} sao nulos. Além disso, usando T1, T2 e T3, os termos E {248} e E {2AC}

sao aproximadamente nulos. Assim, (3.25) pode ser reescrita aproximadamente como
E{7’(n+1)} ~E{A’} + E{B*} +E{C*’} + E{D*} + E{2BC} . (3.26)

Para continuar, assume-se ainda que
T5. e,i(n), i = 1,2 sdo conjuntamente gaussianos, com média zero.

A hipoétese de gaussianidade é freqiientemente usada em filtragem adaptativa para facilitar
a analise de transitério mas nao é estritamente realista. Mesmo no caso supervisionado de
identificacao de sistemas, com u(n), v(n) e d(n) gaussianos, o sinal de erro e;(n) de um filtro
componente nao ¢ gaussiano. Isso ocorre pois e;(n) tem uma relagdo nao-linear com u(n) e
v(n) através do vetor de coeficientes w;(n—1), que varia conforme sua adaptacao. No entanto,
se 0 passo de adaptagao for suficientemente pequeno, a hipotese de gaussianidade é razoével
[Sayed, 2003].

Usando T5, os seguintes momentos sao validos [Papoulis, 1991|

E {[eai(n) — ea;(n)]*} = 3 [E{[eai(n) — eq;(n)]*}]”

= 3[AG(n) + A¢(n)]* (3.27)
E {eii(n)eij(n)} =E {eaZ } E {ea](n } +2[E {ea7i(n)ea7j(n)}]2

= Gi(n)G(n) +2¢(n) (3.28)
E{eqi(n)ea;(n)} = 3E {eq,(n)} E{ewi(n)eq;(n)}

= 3G (n)G;(n). (3.29)

Com essas hipoteses os termos de (3.26) sao calculados a seguir:
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Termo E {A4?}: Usando T2 e T3, o termo E {A?} vale aproximadamente

E{a%} = E{[1 = yleas(n) — eas ()] ()}
~ B {1+ ilfeas(n) — ear ()] = 2pmfeaa(n) — ear (P} E {7} (330)

Usando (3.27) em (3.30), chega-se a
B{A) ~ [1+ 3210600 + MG — 20[AG () + AGEN] o2(n). (33D
Termo E{B?}: Usando novamente (3.27) para o caleulo do termo E {B2}, obtém-se
E{B*} = E{7;(n)uylear(n) — ear(n)]*} = 03 (n)p3[AG(0)+AG ()] = 3 A¢i (n). (3.32)
Termo E {C?}: O termo E {C?} ¢ calculado como

B{C?} = B {122 a(mleas(n) — eur(n)]*}
= 2B {edo(n) + €24(n)e2 5(n) — 2eqr(m)ed5(n) } (3:33)

Usando (3.28) e (3.29) em (3.33), chega-se a
E{C*} = up 3G (n) + G(n)Ga(n) + 25(n) — 6¢2(n)Crz(n)] - (3.34)
Termo E {D?}: O termo E {D?} ¢ dado por
E{D?} = E {1}r*(n)[eaa(n) — a1 (n)]’} = p2o?[AG (1) + Ay (n))], (3.35)
sendo 02 = E {r2(n)}.
Termo E {2B8C}: O termo E{2BC} ¢ calculado como

E{2BC} = E {=2i(n) i [€a2(n) — €a1(n)eqz(n) }

= = 21710(n)E {eq 2(n) — €51 (n)eaz(n) + 3¢ 1 (n)eg o(n) — 3eq(n)ean(n) }
= —2/1,7o(n) [3¢3(n) = 3¢1(n)Cia(n) + 3C1(n)C2(n) + 6¢5(n)
—9G2(n)Cra(n)] - (3.36)

Usando (3.4) em (3.36), chega-se a

E{2BC} = —612AC(n). (3.37)
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Usando esses resultados em (3.26), obtém-se

op(n+1) = E{7(n + 1)} = {1+ 31 [AG(n) + AG(n)]* — 2uy[Ali(7) + Abo(n)]} o7 (n)
+ s [AG(n) + Ay (n)]
+ 413 [G1(n)Ga(n) — C(n)] - (3.38)

Com esse resultado e usando as expressoes (3.7) e (3.4), é possivel obter um modelo tedrico
para o EMSE da combinacao em cada instante de tempo. Porém, sao necessirias ainda
expressoes para (;(n), i = 1,2 e (12(n) para os algoritmos utilizados nos filtros componentes.
Na secao seguinte, essas expressoes sao apresentadas para as combinacoes de algoritmos de
mesma familia. A extensao dos resultados para algoritmos de familias diferentes sera tratada

num trabalho futuro.

3.3 Expressoes para o EMSE de filtros adaptativos

De modo geral, é necessério obter uma expressao para

Gij(n) = E{eai(n)ea;(n)} = E{u’ (n)wi(n — Hu' (n)w;(n — 1)} =
=E{Tr(u(n)u” (n)w;(n — )Wi(n—1))},ij=12.  (3.39)

Assumindo que u(n) é independente de wi(n), k = 1,2, obtém-se!

Gi(n) = E{esi(n)eq ;(n)} ~ Tr (RE {sz(n — 1w (n— 1)})
~ Tr (RS;;(n — 1)), (3.40)

A ~ ~ . . N . .
em que S;;(n) = E {W,(TL)WJT(TL)} ¢ a matriz de covariancia do vetor de erro dos coeficientes.

De (3.40) é possivel calcular (;(n), i = 1,2 através de
Gi(n) = Gi(n) = Tr (RSu(n — 1)), i = 1,2, (3.41)

e (12(n), através de

Cr2(n) = Tr (RS2(n —1)). (3.42)

Na literatura existem diversos trabalhos sobre a anéalise do transitorio de filtros adaptativos.
Uma expressao de S;;(n) para o LMS, por exemplo, foi obtida em [Farhang-Boroujeny, 1998,
para o NLMS em |[Costa e Bermudez, 2002] e para o CMA em [Nascimento e Silva, 2008|. Para
o RLS, no entanto, as expressoes para S;;(n) que foram encontradas na literatura nao levam

em conta a inicializagao do algoritmo e valem apenas para n suficientemente grande para que

'Essa hipétese faz parte de um conjunto de hipoteses de independéncia amplamente utilizado em filtragem
adaptativa [Haykin, 2002].
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a inicializacdo tenha sido esquecida (por exemplo, [Haykin, 2002, Farhang-Boroujeny, 1998]).
No Apéndice D, os resultados para o LMS, NLMS e CMA foram estendidos para o calculo de
S;;(n) e, para o RLS, foi calculada uma aproximacao para S;;(n), i,j = 1,2 levando em conta

a inicializagao do algoritmo. Os resultados sao mostrados na Tabela 3.1, onde

1—xr 17!
11—\ ’

A~

f{;l(n) =E {R;l(n)} = [A?ERI +

(3.43)

sendo \; o fator de esquecimento do filtro i e €p,; uma constante utilizada na inicializacao da

estimativa da matriz de autocorrelacao, ou seja, ﬁZ(O) =ep;l.

Tabela 3.1: Expressoes para o calculo de S;;(n) no caso estacionario.
Algoritmo | S;;(n)

+uitj [2RS;5(n — )R + RTr (RS;j(n — 1)) + o, R|

Y S 1) P pa g
NLMS | S;j(n) = S;j(n 1)~ e 2)RSU (n—1) 2(M —2) S;i(n—1R
+ Hilts [2RS;;(n — )R+ RTr (RS;(n — 1)) + 0°R]

o} (M —2)(M — 4)

RLS | Sy;(n) ~ Si(n — 1) — R, '(n)RS;(n — 1) — Sy;(n — )RR, ' (n)

+R; ' (n) [2RS;;(n — )R + RTr (RS;;(n — 1)) + o’R] R, (n)

3.4 Resultados de Simulacao

Para verificar o comportamento da combinacao afim e a validade da anélise, foram feitas
simulagoes considerando os algoritmos LMS, NLMS, RLS e CMA. Como nas simulagoes do
Capitulo 2, no caso supervisionado, foi considerada uma aplicacao de identificacao de sistemas

e duas solugoes 6timas formadas por M = 7 coeficientes aleatoérios dados por

wl, =1[090 —054 021 —0,03 0,78 0,52 —0,09 ]

wl,=[025 —047 —038 0,05 —0,18 0,79 0,15 |.

O sinal de entrada colorido, quando usado, foi gerado através de um filtro autoregressivo
de primeira ordem com fungio de transferéncia /(1 — a?)/(1 — az™'), com a = 0,8. Tanto

para sinal de entrada colorido como para sinal de entrada branco, foi considerada variancia
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1/M, o que leva a Tr(R) = 1. Para formar o sinal desejado, ¢ somado um sinal de ruido

branco e gaussiano v(n), com variancia o2 = 0,01. No caso autodidata, foi considerada a

v
combinagao de dois equalizadores com M = 4 coeficientes cada, usando sobreamostragem de
fator S = 2 com sinal de entrada do tipo 4-PAM e dois canais com coeficientes [Arenas-Garcia

e Figueiras-Vidal, 2006, Yousef e Sayed, 1999]

h =01 03 1,0 —0.1 05 0,2]

hl =[0,25 0,64 080 —0,55].

Para facilitar a visualizagao dos resultados no caso autodidata, as curvas foram filtradas por
um filtro de média-movel de 128 coeficientes.

Nas Figuras 3.1 a 3.4, sao mostrados, respectivamente, os resultados para a combinacao
de dois algoritmos LMS, dois NLMS, dois RLS e dois CMA com o parametro n(n) adaptado
através do algoritmo n-LMS e dx x = 0,1. Assimulagoes do caso supervisionado foram iniciadas
com entrada branca e solucao 6tima dada por w,; e, durante a simulacao, a solucao 6tima foi
alterada para w, o com entrada colorida. No caso do CMA, a simulacao foi iniciada usando
o canal h; e durante a simulacao alterou-se para o canal hy. Ambos os filtros componentes
foram inicializados com um vetor pino com um elemento unitario na segunda posicao. Para
a combinacao de dois algoritmos LMS, pode-se verificar que o resultado teérico apresenta
uma boa concordancia com o resultado experimental. Para o NLMS e o RLS, os resultados
nao apresentam uma concordéancia tao boa quanto no caso do LMS. Isso ocorre porque as
estimativas teoricas de (;(n), i = 1,2 e (j2(n) para esses algoritmos nao sao tao boas quanto
as estimativas desses parametros para o LMS quando é usado um nimero de coeficientes M
pequeno. No caso do NLMS, é possivel obter um modelo mais preciso usando o modelo do
LMS mas considerando uma matriz de autocorrelacao do sinal de entrada e a poténcia do ruido
de medida modificados [Nascimento, 2001]|. Porém, apesar de mais preciso, esses parametros
modificados s6 podem ser calculados experimentalmente. No caso do RLS, o problema ocorre
devido & aproximacao do termo de quarta ordem que aparece na matriz de covariancia do
vetor de erro de coeficientes apresentada no Apéndice D.

No caso do CMA, a diferenga entre a analise e o resultado experimental decorre principal-
mente devido as hipoteses que precisam ser assumidas para permitir a andalise. Para tornar
mais realista a hipotese R2 (pag. 18), na Figura 3.5, é mostrado o resultado para a mesma
situacao da Figura 3.4 mas com os vetores de coeficientes dos filtros componentes inicializados
proximos da solucdo 6tima de zero-forcing em 0,9w,f, onde a estimativa para a solugao de
zero-forcing Wy foi considerada igual a média do vetor de coeficientes dos filtros componentes
em regime. E possivel verificar que a estimativa dada pela anélise nesse caso é mais coerente
com o resultado experimental. No entanto, ainda h& uma diferenca, devido as demais hipoteses

que sao assumidas na anélise.
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Figura 3.1: Combinacao afim de p;-LMS e po-LMS no caso estacionario. M =7, o = 0,01,
1=0,1, po = drrp1 € drr = 0,1. Entrada branca e solugao 6tima w,; até n = 1,5 X 10% e
entrada colorida (modelo AR com polo em 0,8) e solugio 6tima w, o a partir de n = 1,5 x 10%.
Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagées com f,, = 3. Valores teéricos

tracejados.
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Figura 3.2: Combinacao afim de f1;-NLMS e 1,-NLMS no caso estacionario. M = 7, 02 = 0,01,
f = 0,1, fig = dyniit, Oyy = 0,1 e ey = 1 x 1075, Entrada branca e solugao 6tima w,; até
n = 1,5 x 10* e entrada colorida (modelo AR com polo em 0,8) e solugao 6tima w, > a partir
de n = 1,5 x 10*. Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com p,, = 3.
Valores teoricos tracejados.
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Figura 3.3: Combinagao afim de A\;-RLS e A\p-RLS no caso estacionario. M =7, o2 = 0,01,
A =099, Ay =1 —9gr(1l — A1), dgr = 0,1 e eg = 0,02. Entrada branca e solu¢ao 6tima wy,
até n = 1 x 10* e entrada colorida (modelo AR com pélo em 0,8) e solugao 6tima w, 5 a partir
de n =1 x 10%. Sinal de entrada com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com p, = 2.

Valores teoricos tracejados.
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Figura 3.4: Combinacao afim de p1-CMA e puo-CMA no caso estacionario. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S =2, i1 = 1 x 1073, iy = dccpr € dcc = 0,1.
Vetor de coeficientes inicializados com um vetor pino com um elemento unitario na segunda
posicdo. Canal h; até n = 4 x 10* e canal hy a partir de n = 4 x 10%. Média de 500 realizacoes

com i, = 0,075. Valores teoricos tracejados.
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Figura 3.5: Combinacao afim de p1-CMA e po-CMA no caso estacionario. Sinal de entrada
4-PAM, M = 4 com sobreamostragem de fator S =2, i1 = 1 x 1073, iy = o € dcc = 0,1.
Vetor de coeficientes inicializados em 0,9w., sendo w.; assumido como o valor médio dos
coeficientes em regime. Canal h; até n = 2,5 x 10* e canal hy a partir de n = 2,5 x 10*. Média
de 500 realizagoes com g, = 0,075. Valores tedricos tracejados.

Cabe observar que em todos os casos, o valor teorico do pardmetro de mistura 6timo, em
modulo, é muito grande nos instantes iniciais da simulacao e quando ¢ feita a troca de solugao
6tima ou canal. Isso ocorre porque nesses instantes os niveis de EMSE dos filtros componentes
sao muito proximos e nesse caso, de acordo com o resultado obtido no Capitulo 2, o valor abso-
luto do parametro de mistura 6timo deve ser grande para permitir um ganho na combinagao.
Entretanto, como a variacao do gradiente ao redor desses instantes é muito grande, é necessa-
rio restringir o pardmetro de mistura tal que n(n) < 1 para evitar a divergéncia do algoritmo
e isso faz com que o parametro de mistura nao atinja seu valor 6timo nesses instantes.

A adaptagao do pardmetro de mistura com o algoritmo n-LMS, nem sempre é capaz de
fazer com que o comportamento da combinagao esteja proximo do universal. Uma situagao
em que isso ocorre é mostrada nas Figuras 3.6 e 3.7. Em ambas as figuras, é considerada
a combinacao de dois filtros LMS com passos de adaptagao py; = 0,01 e ps = dppp; com
drr, = 0,1 e solucao 6tima w, ;. Com esses passos de adaptacdo, a convergéncia dos filtros
componentes torna-se mais lenta e a escolha do passo de adaptacao da combinagao para tornar
o comportamento da combinac¢ao préoximo do universal é dificultada.

Na Figura 3.6, ¢ mostrado o resultado para j,, = 3. Com essa escolha, a adaptagao do
parametro de mistura é rapida o suficiente para permitir o chaveamento dos filtros por volta
do instante n = 3 x 10* e fazer com que a combinacao tenha um comportamento préximo ao
universal no chaveamento. Entretanto, nos instantes iniciais, quando os dois filtros componen-
tes tém saidas muito distintas, pode-se verificar que p,, = 3 ¢ um passo grande demais, fazendo

com haja uma varia¢do maior no valor do parametro n(n) no inicio das iteragoes, conforme
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pode ser notado na Figura 3.6-(c). Isso faz com que a combinagdo tenha um desempenho

inferior ao universal.
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Figura 3.6: Combinacao afim de p;-LMS e po-LMS no caso estacionario. M =7, o2 = 0,01,
p1 = 0,01, po = 61 e 6, = 0,1. Entrada branca e solugao 6tima w,; com poténcia 1/M.
Média de 500 realizagoes com g, = 3. Valores tedricos tracejados.

Na Figura 3.7, ¢ mostrado o resultado obtido quando o passo de adaptagao da combinagao
¢ diminuido para u, = 0,1. Nesse caso, devido a diminuicao do passo, a combinagao mostra
um comportamento proximo ao universal durante os instantes iniciais mas apresenta um pro-
blema na velocidade do chaveamento entre os filtros componentes. Pode-se notar que o modelo
teorico para o EMSE da combinacao nao corresponde ao resultado experimental. Enquanto
o modelo tedrico prevé o chaveamento entre os filtros componentes de forma adequada, o
resultado experimental apresenta uma velocidade de convergéncia lenta nos instantes de cha-
veamento entre os filtros devido a utilizagao do passo de adaptacao com valor pequeno. Essa
diferenca entre os resultados tedrico e experimental é causada devido a utilizacao da hipotese
T1, que pressupoe que a esperan¢a matemética do parametro de mistura da combinacao é
igual a esperanca matemética do parametro de mistura 6timo. Nesse caso, essa hipotese nao
é razoavel, ja que o passo de adaptacao utilizado é muito pequeno, fazendo com que haja
uma grande diferenca entre o parametro de mistura da combinacao e o parametro de mistura
6timo, principalmente durante o chaveamento, conforme pode ser observado na Figura 3.7-(b).
Apesar da limitacao do modelo nessa situagao, o comportamento em situacoes mais praticas
é coerente, pois em grande parte dos casos, o parametro de mistura converge, em média, para
seu valor 6timo, considerando uma pequena diferenca nos instantes de chaveamento. Sendo
assim, o célculo de uma expressao mais precisa para o EMSE da combinacao, sem considerar

a hipotese T1 seréd tratado num trabalho futuro.
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Figura 3.7: Combinagao afim de p;-LMS e pp-LMS no caso estacionario. M =7, ¢ = 0,01,
p1=0,01, g = dpppy e 0rr = 0,1. Entrada branca e solu¢ao 6tima w,; com poténcia 1/M.
Média de 500 realizagoes com g, = 0,1. Valores tedricos tracejados.

Para fazer com que a combinacao tenha um comportamento mais proximo do universal,
outros tipos de adaptacao podem ser usados para o parametro de mistura com o objetivo de
conseguir acelerar a adaptacao. A seguir, sao propostas trés alternativas para a adaptacao do

parametro de mistura.

3.5 Propostas para adaptacao do parametro de mistura

A adaptacao de n(n) através do algoritmo n-LMS algumas vezes nao é capaz de acompa-
nhar as variagoes abruptas de 7,(n) e a combinagao acaba tendo um desempenho inferior ao
universal. Isso ocorre por exemplo, quando ambos os filtros componentes ja convergiram e
[y1(n) — y2(n)] € um valor pequeno, como mostrado na Figura 3.7. Essa adaptagdo também
pode causar divergéncia no inicio das iteragdes quando [yi(n) — y2(n)] ¢ um valor grande.
Uma forma de contornar o problema da divergéncia ¢é limitar o valor de n(n) tal que n(n) < 1
[Bershad et al., 2008]. Esse método, no entanto, em algumas situagoes faz com que o compor-
tamento da combinacao seja inferior ao universal, como mostrado na Figura 3.7. A seguir, é
proposta uma alternativa para acelerar a adaptagao de n(n) baseada numa normalizac¢do ins-
tantanea parcial, originando o algoritmo signed regressor (SR) para a adaptagao do parametro
de mistura. Em seguida, s@o propostos esquemas de normalizacao para os algoritmos n-LMS

e SR, originando os algoritmos power normalized e normalized signed regressor.
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3.5.1 O algoritmo signed regressor

Uma alternativa para acelerar a adaptagao de n(n) é usar algum tipo de normalizacao
na adaptacdo. Com a normaliza¢do, a restrigao de n(n) < 1 para evitar o problema da
divergéncia pode nao ser mais necesséria e a combinagao pode apresentar um comportamento
mais proximo ao universal no inicio das iteragoes. Uma possibilidade é usar a normalizacao
instantanea. Nesse caso, [y1(n) — y2(n)] é o sinal equivalente ao sinal de entrada na adaptagao

de n(n) e a normalizagao é obtida fazendo o passo de adaptagao igual a

A ILL"?,S
Ly = , (3.44)
" [yi(n) = ya(n)]?
sendo p, s uma constante positiva. Porém, pelo fato do sinal [y1(n) — y2(n)] variar muito,
esse tipo de normalizagao leva a uma varia¢do muito grande no valor de n(n) e até mesmo a

divergéncia [Bershad, 1986].

Outra possibilidade é usar uma normalizacao instantanea parcial, com o passo de adaptacao

A Mn,s
= ) — gl (3.45)

Com isso, a equagao de adaptacao de 7(n) passa a ser dada por

(yl (n) - yz(”))
ORI (346)

77(“ + 1) = 77(") + ,un,seg<n)

que pode ser aproximada por

n(n+1) =n(n) + pyseq(n)sign(yi(n) — y2(n)), (3.47)
em que
-1, <0
sign(x) = 0, =0 (3.48)
1, x>0

e ey(n) € definido em (2.30) (pag. 20). Essa normalizacao evita a grande variagao do parametro
de mistura nas iteragoes iniciais, fazendo com que a restricao imposta anteriormente para
n(n) < 1 ndo seja mais necessaria. Isso possibilita um melhor desempenho no inicio da
convergéncia, conforme serd mostrado através de simulagoes.

O algoritmo (3.47) é chamado de signed regressor e seu comportamento também pode ser
estudado através do modelo (3.7). Para isso, é necessério calcular os momentos de primeira e
segunda ordens a fim de verificar a validade da hipétese T1 em regime e obter uma expressao

para o (n).
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Momento de primeira ordem

Procedendo de maneira analoga a da Se¢ao 3.2, subtrai-se ambos os lados de (3.47) de

7o(n), obtendo-se

Mo(1) = n(n +1) = o (n) = 1(n) — piy.seq(n)sign (y2(n) — ya(n)) . (3.49)

Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.49), chega-se a

o(n) — n(n +1) = fo(n) —n(n) + pysn(n)eaz(n) — eq1(n)]sign (eq2(n) — eq1(n))
— H,s€a2(n)sign (€q2( 1(n))
n)

n) — €q1
— gt (n)sign (eqz(n) — €0 (). (3.50)

Considerando uma hipotese semelhante a T4 para (3.50), somando e subtraindo o termo

To (1) i, s[€a,2 — €a]sign (€q2(n) — €4.1(n)) do lado direito (3.50), obtém-se

n(n+1) = [1— pysleq(n) — eq1(n)]sign (ea2(n) — eq1(n))] n(n)
+ NW,SﬁO(n) [ea,Z (n) — €a71(n)]Sign (6,172(71) - ea,l(n))
— [y, s€a,2(n)sign (eq2(n) — €41(n)) — pi,s7(n)sign (eq2(n) — €q1(n)) . (3.51)

Como sign(x)z = |x|, (3.51) pode ser reescrita como
A B
ﬁ(n + 1) = [1 - Nn,8|ea,2(n) — €q, 1( )H ﬁ(n) +:u7778770(n)|6a 2(”) — €q, 1( )|
— Iy s€q2(n)sign (eq2(n) — ea,l(n))A—,unvsr(n)&gn (€q2(n) — 6@,1(n))1- (3.52)

-~

C D

Aplicando a esperanga de ambos os lados em (3.52), usando T3 e considerando que r(n) é

independente de e, ;(n) com E{r(n)} = 0, chega-se a

E{n(n+1)} = E{l — pysleq2(n) — ea1(n)[} E{n(n)}
+ H,sTlo(n)E {[€a2(n) — €a1(n)[}
— iy sE{eq2(n)sign (eq2(n) —eq.1(n))}. (3.53)

A validade de T1 em regime sera garantida se os dois ultimos termos do lado direito de

(3.53) se anularem, ou seja,

pinsTo(M)E {leas(n) = ear(n)[} = pig,sE{eaz(n)sign (eaz(n) = eai(n))} =0 (3.54)
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e se o termo que multiplica E {7n(n)} for, em médulo, menor que um, ou seja,

[E{1 = pnsleaz(n) = ean(n)]}] < 1. (3.55)

Para prosseguir, é necessario assumir a hipotese Th. A motivagao para isso é que a hipotese

de gaussianidade permite expressar a esperanca
E{es2(n)sign(eq,2(n) —eq1(n)}

em termos de
E{ea2(n)(€ap(n) — €q1(n)}.

Isso é possivel devido a um caso especial do teorema de Price [Sayed, 2003, pag. 306]. Esse

caso estabelece que para duas variaveis aleatorias gaussianas x e y com variancias o2 e 05, vale

E{z-sign(y)} = giE {z-y}. (3.56)

T oy
Além disso, se x é uma variavel aleatoria gaussiana, é possivel demonstrar que [Papoulis, 1991]

E{lz|} = gaw. (3.57)

7

Aplicando esses resultados nos dois termos do lado esquerdo de (3.54), obtém-se

finsTho(R)E {[€a2(n) = €an ()]} = un,s\/g VAG(1) + Al (n)ie(n) (3.58)

. sE{eq2(n)sign (eq2(n) —eq1(n))} = Mw\/g\/ACl (n)1+ o [Ca(n) = Cra(n)]

= :un,s\/g\/ACl (n) + Aa(n)no(n). (3.59)

Usando a hipotese T5, como esses termos sao iguais, a igualdade de (3.54) é garantida.

Usando (3.57) em (3.55) chega-se a um intervalo para o passo de adaptacao

[E{[1 = pyslean(n) —ean(n)[J} = |1 - Nms\/g\/ACl(n) + AG(n)| <1, (3.60)
ou seja,
0 < piys < v2r (3.61)

VAG(n) + AG(n)
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Assim, a escolha do passo (i, s no intervalo (3.61) garante a validade de T1 em regime. Cabe
observar que com esse algoritmo, assim como com o n-LMS; a escolha do passo de adaptacao
depende de caracteristicas do cenario de filtragem. Isso ocorre pois o intervalo para o passo
de adaptagao ¢ limitado por um valor que envolve os termos A(;(n) e Al (n).

Para usar a expressao (3.7) com o objetivo de se obter um modelo para o EMSE da
combinagao, é necessario ainda obter uma expressao para ag(n). A seguir, é feito o célculo do

momento de segunda ordem para obten¢ao dessa expressao.

Momento de segunda ordem

A expressao para o;(n) ¢ obtida elevando (3.52) ao quadrado. Novamente, como 7(n)
¢ assumido independente dos outros termos e E{r(n)} = 0, assumindo a hipotese T1, a

esperanga do quadrado de (3.52) pode ser aproximada por
E{7’(n+1)} ~E{A’} + E{B*} +E{C’} + E{D’} + E{2BC} . (3.62)
Os termos de (3.62) sao calculados a seguir.

Termo E {A?}: Usando T2 e T3, o termo E {A?} ¢ dado por

E{A%} = E{[1 — mysleas(n) — ean ()|’ 7*(n)}
~ E{[1+ 2 lear(n) — ea1(n)|* = 2y lea(n) — ear(n)| |} E{iP(n)} . (3.63)

Usando (3.57) e considerando que |z|? = z? para = € R, chega-se a

E{A%} ~ |1+ 42, [AG(n) + Alo(n) —2un,s\/g¢Ac1<n>+A<2<n> E{7(n)}. (3.64)

Termo E{B%}: Lembrando que para uma variavel z real, |z|* = 22, o termo E{B?*} é

calculado como
E{B%} = E{f;(n)uyleaz(n) — ean ()P} = 05 (n) 1y J[AG (1) + A (n)]. (3.65)
Termo E {C?}: O termo E {C?} é dado por
B{C?} = E {122, o(n)sign’ (eua(n) — can(n)} (3.66)
que, considerando que sign?(n) = 1, pode ser reescrito como

E{C?) = i2,Galn). (3.67)
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Termo E {D?}: Usando novamente o fato que sign®(n) = 1, o termo E {D?} é calculado

como
E {DZ} =E {uier(n)SignQ (€q2(n) — ea,l(n))} = ,uisaf. (3.68)

Termo E {2BC}: Usando o fato que |z|sign(x) = z, obtém-se

E{2BC} = E {2 (n) ;) slea(n) — ean(n)lsign (q2(n) — €a1(n)) €an(n)}
= —20o(n) 1y ;B {[ea2(n) — €an(n)] €an(n)}
= —27o(1) 1 NG (). (3.69)

Substituindo esses resultados em (3.62), chega-se a

afz(n+ 1) =E{7’(n+1)}

~ (1442, [AG () + Ada(n)] - zum@ VAL + AG(n) | o2(n)
2 AG(n) 2 n) + o2
Hos AE ) + DGy T na(G(0) ) (3.70)

Substituindo (3.70) em (3.7) e usando os resultados para (;(n), i = 1,2 e (12(n) mostrados na
Secao 3.3, é possivel obter o EMSE da combinagao cujo parametro de mistura é adaptado com

o algoritmo signed regressor em qualquer instante de tempo.

3.5.2 Algoritmos normalizados

O algoritmo n-LMS para adaptacao do parametro de mistura, assim como o algoritmo SR
faz com que seja necessaria a estimacao de parametros do cenario de filtragem para a escolha
de seus passos de adaptacao. Isso pode ser notado através dos intervalos de passo de adaptacao
(3.24) e (3.61) obtidos para o algoritmo 7-LMS e para o SR, respectivamente. Em ambas as
expressoes, aparece o termo [A¢;(n) + Ax(n)], referente a poténcia do sinal [eq2(n) —eq1(n)],
que depende dos passos de adaptacao dos filtros componentes, da poténcia do sinal de entrada,
da ordem dos filtros componentes, da presenca ou nao de ruido, dentre outros fatores. Para
facilitar a escolha do passo de adaptacao da combinagao (u, ou p, ), uma alternativa é usar
algum tipo de normalizagao baseada na poténcia do sinal [e,2(n)—e,1(n)], que pode ser obtida
através do sinal [y;(n) —ya(n)], conforme mostrado em (3.15). Entretanto, [y;(n) —y2(n)] é um
sinal que tem uma grande variagao a cada instante, o que inviabiliza sua utilizacao direta num
esquema de normalizagao [Bershad, 1986|. A fim de amenizar a variacao de [y;(n) — y2(n)],
pode-se utilizar uma estimativa de seu valor ao quadrado, usando uma janela exponencial, ou
seja,

p(n) = vp(n — 1)+ (1 = v)[ya (n) — ()] (3.71)
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em que 0 << v < 1 é um fator de esquecimento. Uma idéia semelhante foi usada na adaptacao
do pardmetro «(n) da combinagao convexa em [Azpicueta-Ruiz et al., 2008] e é revisitada na
Secao 1.2.1 (Eq. (1.27)). Com isso, p(n) é capaz de fornecer uma estimativa da poténcia de
[y1(n) — y2(n)] com uma varia¢do instantanea muito mais lenta.

A seguir, é considerada a utiliza¢ao de p(n) para a normalizac¢ao do algoritmo n-LMS e do

algoritmo SR.

Algoritmo power normalized

O intervalo para a escolha do passo u, do algoritmo 7-LMS, obtido em (3.24), depende da
poténcia do sinal [y;(n) — y2(n)], dada por [A;(n) + Ay(n)]. Assim, uma forma de tornar a
escolha do passo independente da poténcia de [y;(n) — y2(n)] é usar uma normalizagdo com

base na estimativa da poténcia, considerando o passo de adaptacao variavel

M

Com isso, a adaptagao de n(n) se torna

nn+ 1) = g(n) + — ey )l 1) = ), (3.73)

e+ p(n
sendo € uma constante positiva de pequeno valor. O algoritmo (3.73) é chamado de power
normalized (PN).

A anélise do algoritmo PN envolve o calculo dos momentos de primeira e segunda ordens
para a obtengao de um intervalo para o passo fi, € uma expressao para a variancia ag(n) a
fim de utilizar (3.7) para estimar o EMSE da combinagao. A diferencga entre o algoritmo PN
e o algoritmo n-LMS, analisado na Se¢ao 3.2 é que o PN usa um passo de adaptacao variavel.
A variacao do passo ji,;(n), no entanto, é pequena, pois o sinal p(n) varia lentamente devido a
utilizacao da janela exponencial com fator de esquecimento 0 << v < 1. Assim, considerando
que a variacao de f,,(n) seja mais lenta que a dos sinais e, ;(n), i = 1,2, assume-se a seguinte

hipotese:
T6. f1,(n) é independente de e, ;(n) i = 1,2 em todo instante de tempo.

Com a hipotese T6, a analise do algoritmo PN ¢é semelhante a anélise do algoritmo n-LMS.
A diferenga entre as duas analises é que, enquanto para o algoritmo n-LMS aparecem ter-
mos envolvendo o passo constante u’;, k = 1,2, para o PN aparecerao termos envolvendo
E{u}(n)}, k = 12, ja que p,(n) agora é varidvel. Assim a analise do PN pode ser feita a
partir de uma extensao direta dos resultados da Secao 3.2. Para isso, é necessario calcular os

momentos de primeira e segunda ordens de p(n).
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Calculando a esperanga de ambos os lados de (3.71), obtém-se
E{p(n)} = vE{p(n — D} + (1 = )E{[y1(n) — y(n)]"} . (3.74)
Como p(n) varia lentamente, devido ao fator de esquecimento v =~ 1,
E{p(n)} ~E{p"(n—-1)}, k=12 (3.75)
Usando a aproximagao (3.75), (3.74) pode ser reescrita como

E{p(n)} = E{[y1(n) — ()]} . (3.76)

Como o termo [y;(n) — y2(n)] ¢ equivalente a [e,2(n) — e,1(n)], chega-se a

E{p(n)} = AGi(n) + AG(n). (3.77)

O momento de segunda ordem ¢é obtido elevando (3.71) ao quadrado e calculando a espe-

ranga de ambos os lados, obtendo-se

E{p’ ()} =’ E{p’(n — 1} + (1 = v)’E{[n(n) — y2(n)]"}
+2v(1 = )E {p(n — D[y(n) — y2(n)]*}. (3.78)

Usando (3.75) e considerando que p(n) varia lentamente em comparagao com [y;(n) — yo(n)]?,

o tltimo termo do lado direito de (3.78) pode ser aproximado por

20(1 = V)E {p(n — Dlyi(n) — ya(n)]} = 201 — V)E {p(n)} E {[gs(n) — su(m)]?} . (3.79)

Substituindo (3.79) em (3.78) e considerando que (1 — v)? é um termo muito pequeno ja que

v~ 1, chega-se a
(L+v)E{p*(n)} = 20vE{p(n)} E {[y1(n) — y2(n)]*} . (3.80)
Considerando que 2v & 1 + v e substituindo (3.77) em (3.80), obtém-se
E{p*(n)} = [AG(n) + AG(n)]. (3.81)

O intervalo do passo de adaptagao i, pode ser obtido através de uma expressao equivalente

a (3.23). Fazendo p, = u,(n), obtém-se

[B{1 = p1y(n) [eas(m) = car(m)}] = 11 = E{y(m)} [AG(n) + AG)] <1, (3.82)
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ou seja,
2
0<E n)p < : 3.83
Ut} < REm+ 26 o5
A esperanca de y,(n) pode ser aproximada por [Sayed, 2003, pag. 304]
~__ I
E{p(n)} ~ —0 (3.84)

e+ E{p(n)}

Em geral, essa aproximagao nao é muito realista. No entanto, nesse caso é possivel verificar
através dos resultados de simula¢do que é uma aproximagao razoavel. Substituindo (3.77) em
(3.84), obtém-se

B () ~ R Ao (385)

Substituindo (3.85) em (3.83) e considerando que € << A(;(n)+ Ala(n), chega-se ao intervalo
para o passo [i, dado por
0 <y, <2 (3.86)

Portanto, a escolha do passo de adaptacao i, do algoritmo PN & facilitada, ja que nao depende
de parametros do cenario de filtragem.

O comportamento do EMSE da combinacao obtido adaptando o parametro de mistura
com o PN também pode ser estimado através de (3.7). Para isso é necessario obter uma
expressao para ag(n) para esse algoritmo. No entanto, essa expressao pode ser obtida a partir
da extensao do resultado obtido para o algoritmo n-LMS. Assumindo T6, uma expressao

equivalente a (3.38) para o algoritmo PN é dada por

o2(n+1) ~ {1+ 3B {u2(n)} [AG(n) + AG(n)]?
— 9E {j1(n)} [AG (n) + AG(n)] Yo

+E{up(n)} o7 [AG(n )+AC2(”

)]
+E{pn(n)} [G(n)G(n) — ¢ia(n)] - (3.87)

O resultado para o termo E {u,(n)} foi obtido em (3.85) e o momento de segunda ordem de

ftn(n), de maneira analoga, pode ser aproximado por

2o Py
E {Mn<n)} T2+ 2E{p(n)y +E{p2(n)}

(3.88)
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Substituindo (3.77) e (3.81) em (3.88), obtém-se

21 iy
B}~ G 80 ) + AG0] + AG) + AG WP
B Ay 2
e+ AG(n) + Al(n)
= [E {y(n) )] (389)
Denotando
in(n) 2 E {j1,(n)} (3.90)

e substituindo (3.85) e (3.89) em (3.87), obtém-se

o2(n+1) = {14352 (M)[AG (M) + AG(n)?
= 2, ()[AG (0) + AG(n)] bo2(n)
+ i (n)o7[AG (n) + Aly(n)]
+ fin(n) [Gi(n)G2(n) = GGy(n)] - (3.91)

Substituindo (3.91) em (3.7) e usando os resultados para (;(n), i = 1,2 e (12(n) mostrados
na Se¢ao 3.3, é possivel obter o EMSE da combinacao adaptada com o algoritmo PN em
qualquer instante de tempo. Uma vantagem desse algoritmo em relagao ao n-LMS é que ele
nao necessita da restrigao de n(n) < 1. Isso ocorre devido & normalizagao, que faz com que a
variacao de n(n) obtida com a adaptagao através do PN seja reduzida, mesmo no inicio das

iteragoes.

Algoritmo normalized signed regressor

De maneira analoga, o intervalo para escolha do passo do algoritmo (3.47) depende raiz
quadrada da poténcia de [y;(n) — y2(n)]. Assim, uma forma de tornar a escolha do passo de

adaptacgao independente da poténcia é usar o passo variavel

Hon,s

fin,s(n) = et \/p(T _)7 (3.92)

sendo 7(n) adaptado através de

P, .

n(n+1) =n(n) + ———==ey(n)sign(y1(n) — y2(n)), (3.93)
€+ /p(n)

onde € é uma constante positiva de pequeno valor. O algoritmo (3.93) é chamado de normalized

signed regressor (NSR).

Assumindo uma hipotese semelhante a T6 para p, ;(n), a analise de (3.93) pode ser feita a
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partir da extensao dos resultados obtidos para o SR, na Se¢ao 3.5.1. Nesse caso, sao necessirios
os momentos de primeira e segunda ordens de \/p(n).

O momento de segunda ordem de /p(n) é dado pela Equagao (3.77), ja que E{/p*(n)} =
E{p(n)}. O cilculo do momento de primeira ordem, dado por E{,/p(n)} requer uma aproxi-
macao para a funcao distribuicao de probabilidade de \/m . Entretanto, para valores de v

suficientemente préximos de 1, o momento de primeira ordem pode ser aproximado por

E{Vp(n)} = VEDp(n)} = VAG™) + AG(n), (3.94)

conforme mostrado na Figura 3.8. Nessa figura, sao comparados os resultados experimentais
de E{M} com os resultados obtidos usando a aproximacao \/m . Para a obtencao
dos resultados, ¢ utilizado um sinal [y;(n)—y»(n)] gaussiano, de média nula e variancia 2x1073.
Pode-se notar que para valores de v suficientemente proximos de 1, a aproximacgao tem um valor
muito préoximo do resultado experimental. Uma escolha razoavel é fazer v = 0,99, obtendo
uma boa aproximacao e um bom comportamento da combinagao, conforme sera mostrado

nos resultados de simulagao. O resultado é semelhante para outros valores de variancia de

[y1(n) — ya(n)].

0.045
0.0445 T
. . -
-
L 0044F e
N K
% 00435 _ -7
I -
0.043p 7
0.0425f -~~~ | = = Experimental |]
‘ — Aproximagéo
0.042 : :
0.7 0.8 0.9 1

\

Figura 3.8: Comparagao entre o valor experimental de E{\/p(n)} e o valor obtido com a apro-

ximagao /A (n) + Al(n) para diferentes valores de v, com o sinal [y;(n) —y2(n)] gaussiano
com variancia A¢;(n) + A (n) =2 x 1073,

O intervalo do passo de adaptagao pode ser obtido usando o resultado de (3.60), obtendo-se

[E{L = pys(m)leas(n) — ear()l} = |1 = E{pys(n)} \/g\/AQ(n) +AG(n)| <1, (3.95)
ou seja,
0 < E{p,s(n v2n (3.96)

AN A OET 0]
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Assim como no caso do PN, a esperanca de p, (n) pode ser aproximada por

i
anxm}~€+E{ T (3.97)

Substituindo (3.94) em (3.97), obtém-se

- i
B} = e (3.98)

Substituindo (3.98) em (3.96) e considerando que € << \/A(;(n) + Aly(n) chega-se a
0 < fiy,s < V2. (3.99)

Assim como no PN, a escolha do passo de adaptagao do algoritmo NSR também é facilitada,
ja que nao depende de parametros do cenario de filtragem.
Para a anélise do EMSE da combinagao, uma expressao de ag(n) pode ser obtida usando

o resultado de (3.70), ou seja,

o2(n+ 1)~ [14+E {12, ()} [AG(n) + AG(n)

— 2E {pn.s(n)} \/g VAG() + Al (n)

) AG(n)
—E{.(n)} AG(n) + A (n)

a,(n)

+E{n ()} (G(n) +07). (3.100)

O momento de primeira ordem de 4, s(n) foi obtido em (3.98) e o momento de segunda ordem

pode ser obtido usando uma aproximacao semelhante, ou seja,

2
Ho.s

& + 268 { \/p(m) } + B {p(n))

Substituindo (3.77) e (3.94) em (3.101), obtém-se

E{u,(n)}~ (3.101)

s
€2 4 26(/Ali(n) + AG(n) + AG(n) + Aly(n)

2

E{u: (n)} ~

Fins
e+ VAG(n) + A%
= [E {te(n)}]*. (3.102)

Denotando
fins(n) = B {g1,4(n)} (3.103)
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e usando (3.98) e (3.102) em (3.100), chega-se a

or(n+1) &~ |1+ [ (n) [AG(n) + AG(n)]

- 2un,s(n)\/g VAG(n) + Ae(n)

_9 AC%(”) —2 2
e G o) (3100

a,(n)

3.5.3 Resumo dos algoritmos propostos

A partir do algoritmo n-LMS, obtido através do uso do gradiente estocastico, foram pro-
postas trés formas de adaptacao alternativas. A primeira delas é baseada numa normalizacao
instantanea parcial do sinal [y;(n) — y2(n)], originando o algoritmo signed regressor. Em se-
guida, com base no algoritmo n-LMS e no SR, foram propostos dois algoritmos normalizados,
utilizando uma janela exponencial, fazendo com que os intervalos de escolha de seus passos de
adaptacao nao dependam de parametros do cenario de filtragem. Com essa normalizacao, a
partir do algoritmo 7-LMS, obteve-se o power normalized e a partir do SR obteve-se o norma-
lized signed regressor. Na Tabela 3.2, ¢ mostrado um resumo dos algoritmos com as equagoes
de atualizagao de n(n) e os intervalos para escolha de seus passos de adaptacdo, sendo p(n)
calculado por (3.71).

Tabela 3.2: Resumo dos algoritmos para adaptacao de n(n) e respectivos intervalos para
escolha do passo de adaptacao

Alg. n(n+1) Passo de adaptacao
2
n'LMS 77(”) + Mneg(n)[yl (n) - yQ(n)] 0< My < ACl (n) + ACQ(TL)

Limitar n(n) <1

V21

SR | )+ e ()R ()~ ()| 0 < iy < s
PN mm+gfﬁa%mmmm—ymm 0 < fin <2
NSR. | n(n) + —P2 e (m)sign(ys (n) — 1a(n) 0 < fis < V21

e+\/7

3.5.4 Resultados de simulacao

O algoritmo signed regressor, através do uso da funcao sign(y;(n) — y=(n)) permite que se
obtenha uma maior velocidade na adaptagao de n(n) durante o chaveamento entre os filtros

componentes, com um passo suficientemente pequeno para que o desempenho da combinagao
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nos instantes iniciais nao seja tao prejudicado. Na Figura 3.9, sao mostrados os resultados
para a combinacao de dois filtros LMS com os mesmos parametros usados na Figura 3.6, mas
usando o algoritmo signed regressor, com p, s = 0,025. Pode-se verificar que a combinacao
apresenta um desempenho préoximo ao universal tanto nos instantes iniciais de convergéncia
quanto nos instantes de chaveamento entre os filtros componentes. Esse comportamento é
causado pelo uso da fungao sign(y;(n) — y2(n)), que faz uma espécie de normaliza¢ao do sinal
[y1(n) — y2(n)] permitindo um ajuste tnico no passo de adaptac¢ao tanto nos instantes iniciais,
quando y;(n)—y2(n) é um valor grande, quanto nos instantes de chaveamento e regime, quando

[y1(n) — y2(n)] & um valor pequeno.
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| 7 Combinagao |
_ng Otimo - 0.6
! S
= I
(é) o 04
w
0.2
0 L
-60 . -0.2
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
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Figura 3.9: Combinacao afim de p1-LMS e ps-LMS no caso estacionario. Adaptagao com o
algoritmo SR. M =7, 0% = 0,01, 11=0,01, 1 = dppp1 e 6z = 0,1. Entrada branca e solugao
6tima w,; com poténcia 1/M. Média de 500 realizacoes com f, s = 0,025. Valores teéricos
tracejados.

Nas Figuras 3.10 e 3.11, sao mostrados os resultados da combinacao de dois filtros LMS
usando os algoritmos PN e NSR, respectivamente. As condi¢oes das simulagoes sao as mesmas
da Figura 3.9. Para o algoritmo PN, 1z, = 0,003, v = 0,99 ¢ ¢ = 1 x 1073 e para o NSR,
fins = 0,003, v = 0,99 e € = 0,1. Pode-se notar que o desempenho da combinacao em ambos
0s casos é proximo ao universal.

Na Figura 3.12, sao reunidos os resultados do parametro de mistura obtidos nas Figuras 3.6,
3.9, 3.10 e 3.11. Pode-se notar que o algoritmo SR, o PN e o NSR tém um desempenho
superior ao algoritmo n-LMS, principalmente nos instantes iniciais, onde sao capazes de ficar
mais proximos ao valor do parametro de mistura 6timo. E possivel verificar ainda que o
algoritmo NSR tém um desempenho ligeiramente superior aos algoritmos PN e do sinal durante
o chaveamento entre os filtros componentes ja que, como pode ser observado na figura, o
algoritmo NSR é capaz de atingir o valor do parametro de mistura 6timo alguns instantes

antes dos algoritmos PN e do sinal. Nas simulagoes realizadas, foi possivel verificar que a
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escolha dos passos de adaptagao i, e fi, s € da constante € para os algoritmos PN e NSR nao
é um problema. Os algoritmos conseguem manter um comportamento adequado para uma
faixa de valores de i, fi,s ¢ € e apresentam um desempenho melhor que o n-LMS diante de

variagoes no cenario de filtragem.

(@) B (b)
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Figura 3.10: Combinacao afim de p1-LMS e po-LMS no caso estacionario. Adaptagao com
o algoritmo PN. M = 7, 62 = 0,01, ;1;=0,01, gy = drzp1 € 6, = 0,1. Entrada branca e
solugdo Otima w,; com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com i, = 0,003, v = 0,99 e
e =1 x 1073. Valores teoricos tracejados.
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Figura 3.11: Combinacao afim de p1-LMS e po-LMS no caso estacionario. Adaptagao com
o algoritmo NSR. M = 7, 02 = 0,01, u;=0,01, gy = dppps e 0z = 0,1. Entrada branca e
soluc@o 6tima w,; com poténcia 1/M. Média de 500 realizagoes com i, s = 0,003, v = 0,99 e
e = 0,1. Valores teoricos tracejados.
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E{n(n)}

iteragoes % 10°

Figura 3.12: Comportamento do parametro de mistura obtido com os diferentes tipos de
adaptacao considerados. Comparagao entre os resultados mostrados nas Figuras 3.6, 3.9, 3.10
e 3.11.

3.6 Conclusoes

Neste capitulo, foi feita uma analise de transitorio de um dos algoritmos de adaptacao
de n(n) propostos em [Bershad et al., 2008]. A analise é capaz de mostrar que em alguns
casos, a escolha do passo de adaptacao p, para obter um comportamento da combinacao
proximo do universal nem sempre é simples. Em algumas situacoes, a combinacao necessita
de um passo grande o suficiente para garantir o comportamento préximo ao universal durante
o chaveamento entre os filtros componentes, principalmente quando os niveis de EMSE dos
filtros componentes sao muito distintos. Entretanto, um passo de adaptacao com valor muito
alto faz com que a variagao de n(n) seja muito grande no inicio da convergéncia, o que faz com
que a combinacao tenha um comportamento inferior ao universal nos instantes iniciais. Em
situagoes desse tipo, a escolha do passo de adaptagao envolve o compromisso entre manter o
comportamento da combinagao mais proximo do universal nos instantes de chaveamento entre
filtros e em regime ou nos instantes iniciais, & medida que sao usados passos com valor grande
ou pequeno respectivamente.

Com base nesse resultado, foi proposto o algoritmo SR. Esse algoritmo faz uma norma-
lizagao instantanea parcial do passo de adaptacao f,, através do modulo de [y;(n) — y2(n)].
Através da anélise de transitorio, pode-se notar que essa normalizacao é capaz de facilitar a
escolha do passo de adaptacao para manter o compromisso entre o comportamento proximo
ao universal nos instantes iniciais e nos instantes de chaveamento entre filtros e em regime.
Além disso, como a normalizacao faz uma espécie de ajuste no passo de adaptacao de acordo
com a situagao dos filtros componentes, esse algoritmo nao necessita da restrigao de n(n) < 1
para evitar a divergéncia nos instantes iniciais. Isso faz com que seja possivel obter um valor

mais proximo do 6timo no inicio da convergéncia, que em geral ¢ um valor um pouco maior
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que 1.

Ainda foram propostos outros dois algoritmos, baseados no algoritmo 7-LMS e no SR,
denominados PN e NSR. Esses dois algoritmos usam um esquema de normalizacao baseado
numa estimativa de [y;(n) — y2(n)]?. A vantagem desse tipo de normalizacio ¢ que o intervalo
de escolha do passo de adaptacao obtido, ao contrario do algoritmo usado inicialmente e do
SR, nao depende de parametros do cenario de filtragem, o que facilita a escolha do passo e
melhora o comportamento da combinacao diante de situacoes com parametros varidveis como
a relagao sinal-ruido, por exemplo. As anélises feitas para o algoritmo usado inicialmente e
para o SR foram estendidas para o PN e o NSR sendo obtida uma boa concordancia entre os
valores tedricos e os valores experimentais.

Os trés algoritmos, SR, PN e NSR sao capazes de fazer com que o comportamento da
combinagao seja mais proximo do universal nas situacoes em que o algoritmo n-LMS apresenta
problemas e conforme os resultados de simulacao obtidos, a diferenca entre o valor esperado

do parametro de mistura é muito pequena entre os trés algoritmos.



Capitulo 4
Estratégias para inicializacao do CMA

Neste capitulo, considera-se a combinagao afim de equalizadores CMA com mesmo passo
de adaptagao mas com inicializa¢oes diferentes. Inicialmente, é feita uma comparagao en-
tre o comportamento da combinacao afim e o da combinacao convexa através de simulagoes
simples nessa aplicacao. Com base nesses resultados, é proposto o uso de uma transferéncia
de coeficientes da combinagao afim para os filtros componentes com o objetivo de melhorar
o comportamento do esquema. Por fim, sao apresentados alguns resultados preliminares na

aplicagao dessa combinacao para equalizadores com mais coeficientes.

4.1 Combinagoes de CMA com diferentes inicializagoes

O CMA é um algoritmo que tem seu desempenho muito dependente da inicializagao dos
coeficientes [Johnson Jr. et al., 1998]. Assim, ¢é interessante considerar a combinagao de algo-
ritmos CMA com inicializagoes diferentes para tentar evitar a convergéncia para um minimo
local. Nesse contexto, a combinacao afim pode ser vantajosa em relagao a combinagao convexa,
j& que a primeira possibilita uma liberdade maior na variagao do parametro de mistura.

Para comparar o comportamento das combinagoes afim e convexa, foi considerada a trans-

missao de um sinal binario (£1), através do canal de comunicacao [Ding e Li, 2001]

1
H(z) = 15061 (4.1)
A escolha de usar um canal IIR (infinite impulse response) de primeira ordem, apesar de nao
ser muito realista, permite o célculo da solucao 6tima com precisao e a representagao grafica da
trajetoria dos coeficientes dos filtros componentes e da combina¢ao num plano, o que facilita
a comparacao entre o desempenho dos algoritmos e combinagoes. Nesse caso, existem duas
solugoes 6timas, dadas por

wo, = [1 0,6] (4.2)

78
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wly= [-1 —06] . (4.3)

A solugao 6tima w, o recupera o sinal transmitido a menos de um fator multiplicativo de -1
mas é possivel contornar o problema utilizando modulacao diferencial. Lembrando que a saida

de um filtro componente é calculada como
yi(n) = u” (n)wi(n — 1) (4.4
e a saida da combinacao é calculada como

y(n) = n(n)yi(n) + [1 = n(n)lys(n), (4.5)

¢é possivel obter uma expressao para os vetor de coeficientes equivalentes da combinacao, tal
que
y(n) =u" (n)wey(n — 1), (4.6)

calculando
Weg(n) = n(n)wi(n) + [1 —n(n)|wa(n), (4.7)

o que permite a visualizagao da trajetoria dos coeficientes das combinagoes.

As simulagoes foram realizadas considerando uma relagao sinal-ruido de 25 dB e fazendo
a adaptacao da combinagao afim através do algoritmo PN. Analogamente, na combinagao
convexa, foi usado o método normalizado de [Azpicueta-Ruiz et al., 2008]. Além disso, na
adaptagao do parametro de mistura da combinacao convexa também foi usado o erro de
decisdo e4(n) no lugar de e(n), como feito para a combinagao afim. Assim, o parametro a(n)

da combinacao convexa é adaptado através de

o L= n(n)Jean), (4.8)

a(n) =a(n — 1)+m

sendo f1, 0 passo de adaptagao e p(n) calculado por (3.71).

Na Figura 4.1, sao mostrados os resultados obtidos para a trajetoria média dos coeficientes,
EMSE e parametro de mistura das combinagoes afim e convexa, com os filtros componentes
inicializados em w{(0) = [0,05 —0,4] e w3(0) = [1 0], denominada “Situagao 1” de iniciali-
zacao. Na Figura 4.1-(a), também estao representadas as curvas de nivel da fungao custo do
CMA para o cenario considerado. Os pontos de minimo global, obtidos com as solu¢oes 6timas
Wo,1 € W, 2, estao identificados como MG e os pontos de minimo local estao identificados como
ML. Com essa inicializacdo, o comportamento das duas combinacoes foi semelhante nas 103
realizac¢oes consideradas. O filtro i;-CMA convergiu para um minimo local, com EMSE de
aproximadamente -5 dB e o filtro i5-CMA convergiu para um minimo global, obtendo EMSE

de aproximadamente -22 dB. Ambas as combinagoes acompanharam o filtro io-CMA. Em re-
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gime, a combinag¢ao convexa apresentou um desempenho igual ao do filtro i-CMA enquanto
a combinagao afim apresentou um desempenho préximo, com cerca de -21 dB de EMSE. Isso
ocorre pois a combinagao convexa considera o uso do pardmetro de mistura universal 7,(n)
(Eq. (1.26) pag. 8), que é arredondado para 0 ou 1 & medida que n(n) atinge uma certa pro-
ximidade de 0 ou 1. Essa diferenca nao é significativa na comparacao, ja que é possivel definir
um parametro de mistura universal de forma anéaloga para a combinacao afim. No transito-
rio, pode-se notar que os coeficientes da combinacao afim fazem uma trajetoria diferente da
trajetoria feita pelos coeficientes da combinacao convexa. Isso faz com que a combinacao afim
seja capaz de apresentar uma pequena vantagem na velocidade de convergéncia. Esse compor-
tamento é possivel devido a inexisténcia da restricao do parametro de mistura, que adquire
valor negativo no inicio da convergéncia conforme pode ser constatado na Figura 4.1-(c).

Nas Figuras 4.2 e 4.3, sao mostrados os resultados considerando o mesmo cenario, mas
inicializando os filtros componentes em w{ (0) = [0,05 0,4] e w3 (0) = [-0,6 0,4], denominada
“Situacao 2”7 de inicializacao. Nesse caso, em 412 das 10? realizacoes, o comportamento das
combinagoes foi semelhante ao obtido com a inicializacao na situacao anterior, conforme pode
ser visto na Figura 4.2. Entretanto, um comportamento interessante ocorreu nas outras 588
realizac¢oes conforme mostrado na Figura 4.3. Nessas realizagoes, ambos os filtros componentes
convergiram para um minimo local, obtendo EMSE em regime de aproximadamente -5 dB. No
entanto, nos instantes iniciais da convergéncia do filtro io-CMA, este fica proximo do minimo
global, chegando a obter um EMSE de cerca de -9 dB durante algumas poucas iteragoes. Diante
desse cenario, a combinacgao convexa é capaz de acompanhar o melhor filtro, apresentando
um desempenho proximo ao universal. A combinagao afim, no entanto, apresenta uma grande
variacao na trajetoria média dos coeficientes no inicio da convergéncia, fazendo com que fiquem
proximos da solugao 6tima durante um ntmero maior de iteracoes. Isso possibilita obter um
EMSE menor que o EMSE dos filtros componentes, como pode ser visto na Figura 4.3-(b).
Em regime, a combinacao afim acaba retornando e convergindo para um minimo local, porém
parece fazer um esfor¢o para sair dessa situagao, ja que E{n(n)} — —200.

O comportamento da combinacao afim diante de uma situacao semelhante & mostrada na
Figura 4.3 motiva o estudo de alguma forma para aproveitar o ganho de EMSE nos instantes
iniciais com o objetivo de evitar a convergéncia para um minimo local. Uma das formas de
aproveitar esse comportamento, é utilizar um esquema de transferéncia de coeficientes da com-
binagao para os filtros componentes, o que pode evitar a convergéncia dos filtros componentes

e da combinagao para um minimo local.
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Figura 4.1: Combinagoes afim (PN com g1, = 0,4; v =0,9 ¢ ¢ =5 x 107°) e convexa (PN com
o =02 a"=4,¢c=02,v=09¢c¢e=>5x107°) de i;-CMA e i,-CMA com inicializagoes
diferentes. Sinal de entrada binario, M = 2, SNR de 25 dB e u; = pus = 0,0016. Vetores
de coeficientes dos filtros inicializados em w{(0) = [0,05 —0,4] ¢ w3 (0) = [1 0]. Canal IIR
definido por (4.1). Média de 10% realizacoes.
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Figura 4.2: Combinagoes afim (PN com g1, = 0,4; v =0,9 e € =5 x 107°) e convexa (PN com
fo =3, aT =4, ¢¢ =02, v=09¢e=5x107°) de i;-CMA e i,-CMA com inicializagoes
diferentes. Sinal de entrada binario, M = 2, SNR de 25 dB e pu; = ps = 0,0016. Vetores de
coeficientes dos filtros inicializados em w{(0) = [0,05 0,4] e w3(0) = [-0,6 0,4]. Canal IIR
definido por (4.1). Média de 412 realizagoes de um total de 103,
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Figura 4.3: Combinagoes afim (PN com g1, = 0,4; v =0,9 e € =5 x 107°) e convexa (PN com
fo =3, aT =4, ¢¢ =02, v=09¢e=5x107°) de i;-CMA e i,-CMA com inicializagoes
diferentes. Sinal de entrada binario, M = 2, SNR de 25 dB e pu; = ps = 0,0016. Vetores de
coeficientes dos filtros inicializados em w{(0) = [0,05 0,4] e w3(0) = [-0,6 0,4]. Canal IIR
definido por (4.1). Média de 588 realizagoes de um total de 10°.
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4.2 A transferéncia de coeficientes

Em [Arenas-Garcia et al., 2003], para melhorar o desempenho da combinac¢ao de mais
de dois algoritmos LMS, foi proposta a adaptacao dos coeficientes do filtros componentes

considerando a transferéncia de uma proporcao dos coeficientes da combinacao, ou seja,
wi(n) = olwi(n — 1) + pie(n)u(n)] + (1 — 0)weg(n — 1), (4.9)

sendo 0 < p < 1 uma constante que determina a proporgao da transferéncia de coeficientes.
Essa idéia pode ser usada no caso em questao para aproveitar o comportamento da combinacao
afim durante os instantes iniciais da convergéncia.

Na Figura 4.4, sao mostrados os resultados obtidos com a combinacao afim usando a
transferéncia de coeficientes no mesmo cenério considerado nas Figuras 4.2 e 4.3. Os filtros
componentes foram inicializados na Situagao 2 e os coeficientes da combinacao afim foram
transferidos na adaptagao dos filtros componentes, segundo (4.9) com ¢ = 0,7. Como pode
ser observado, nas 10? realizacoes, a transferéncia de coeficientes fez com que a trajetoria dos
coeficientes dos filtros componentes mudasse de dire¢ao, convergindo para o minimo global
apesar da inicializacao desfavoravel. Como a transferéncia de coeficientes é feita para ambos
os filtros, o desempenho destes torna-se semelhante e o desempenho da combinacao acaba
ficando proximo ao dos filtros componentes, com n(n) ~ 1.

A utilizagao da transferéncia de coeficientes com a combina¢ao convexa nesse caso, Nao
oferece nenhuma vantagem, ja que a combinacao converge diretamente para o minimo local.
Esse resultado pode ser observado na Figura 4.5. Pode-se notar que a transferéncia de co-
eficientes altera o comportamento do filtro i,-CMA, fazendo com que este convirja para o
minimo local, apresentando um desempenho semelhante ao do filtro ;-CMA. Como os filtros
componentes ficam com desempenhos semelhantes, a combinacao convexa acaba obtendo esse

mesmo desempenho, com 7(n) & 0.
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Figura 4.4: Combinagao afim (PN com f, = 0,4; v = 0,9 e ¢ = 5 x 107°) de ;-CMA
e io-CMA com inicializagoes diferentes e usando a transferéncia de coeficientes dos filtros
componentes para a combinacao com ¢ = 0,7. Sinal de entrada binario, M = 2, SNR de 25 dB
e 1 = pe = 0,0016. Vetores de coeficientes dos filtros inicializados em w{(0) = [0,05 0,4] e
w3 (0) = [-0,6 0,4]. Canal IIR definido por (4.1). Média de 10° realizagoes.
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e w3 (0) = [-0,6 0,4]. Canal IIR definido por (4.1). Média de 10% realizacoes.
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4.3 Comportamento em equalizadores com mais coeficien-

tes

Conforme os resultados apresentados, é possivel melhorar o desempenho da combinagao de
equalizadores CMA usando a combinagao afim de filtros com inicializacoes diferentes. Num
caso mais realista, considerando equalizadores com maior nimero de coeficientes, fica mais
dificil visualizar um comportamento semelhante ao obtido quando usados dois coeficientes
apenas. Além da dificuldade de representacao dos coeficientes dos filtros no caso de maior
numero de coeficientes, é dificil encontrar uma situacao de inicializacao que faca com que os
filtros componentes apresentem um comportamento semelhante ao mostrado na Figura 4.3,
onde um dos filtros componentes passa perto de um minimo global e acaba convergindo para
um minimo local. Entretanto, através de simulacoes, verificou-se que o uso da combinagao
afim no caso de filtros com mais coeficientes e inicializagoes diferentes pode ser vantajoso para
aproveitar o desempenho do filtro componente com a inicializacao mais favoravel.

Na Figura 4.6, sao mostrados os resultados obtidos com a combinacao afim usando o canal
[Silva et al., 2002]

hl =[0,6364 0,5733 0,5160 |,

para filtros componentes com M = 11 coeficientes. Foi considerada entrada binéria e os filtros
componentes foram inicializados com um vetor pino na quarta posigao para o filtro i;-CMA
e na décima primeira posiciao para o filtro i,-CMA. E possivel verificar que a inicializacao do
filtro ;-CMA é mais adequada que a do filtro i,-CMA e a combinagao afim apresenta um
desempenho proximo ao do filtro com a inicializacao mais adequada. Ainda nesse cenario,
foram feitas outras simulagoes considerando outras inicializacoes e a combinacao, nos casos
testados, sempre apresentou comportamento semelhante, acompanhando o filtro componente
com inicializagao mais adequada. Dentre as inicializacoes testadas, nao foi observado nenhum
caso em que a combinacao afim fosse capaz de apresentar um desempenho superior ao dos
filtros componentes, como mostrado nas simulagdes com dois coeficientes.

Na Figura 4.7, sao mostrados os resultados obtidos usando o canal
h! =[01 03 1,0 —0,1 05 0.2 ]

e relagao sinal-ruido de 25 dB, para filtros componentes com M = 4 coeficientes e usando
sobreamostragem de fator S = 2. Foi considerada entrada binaria e os filtros componentes
foram inicializados em w{(0) = [0 —1 —0,5 0] e w3(0) = [0 0 1 0,8]. Devido a utilizagao
de sobreamostragem nesse caso, os equalizadores tendem a obter o mesmo nivel de EMSE
independentemente de sua inicializacao, variando apenas a velocidade de convergéncia. Como
pode ser notado, o comportamento da combinagao ¢ semelhante ao observado na Figura 4.6,
mas com os filtros componentes convergindo para um mesmo nivel de EMSE.

Nesses casos, também foram feitas simulagoes para a combinacao convexa e verificou-se
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Canal hz. Média de 103 realizagoes.
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Figura 4.7: Combinacao afim (PN com 1, =5 x 107 v =09 e e =5 x 107°) de i1-CMA ¢
19-CMA com inicializagoes diferentes. Sinal de entrada binario, M = 4 com sobreamostragem
de fator S =2 e pu; = g = 0,0016. Vetor de coeficientes dos filtros inicializados em w{ (0) =
[0 —1 —0,50] e wZ(0) =1[0010,8. Canal h; com SNR de 25 dB. Média de 10? realizacoes.

que o comportamento é semelhante, fazendo com que a combinacao obtenha um desempenho
proximo ao do filtro componente com inicializagao mais favoravel. Foram feitos também testes
com a transferéncia de coeficientes, tanto para a combinacao afim como para a combinagao
convexa e verificou-se que ela melhora o desempenho do filtro com inicializacao menos fa-
voravel, fazendo com que ambos os filtros componentes e a combinagao obtenham o mesmo

desempenho do filtro com melhor inicializagao.
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4.4 Conclusoes

Neste capitulo, foram feitos testes experimentais da combinacao afim de dois equalizadores
CMA com inicializagoes diferentes e os resultados foram comparados em relagdo aos obtidos
com a combinagao convexa. Considerando um cenério simples, com equalizadores com dois
coeficientes, é possivel verificar que ambas as combinagoes podem ser utilizadas com o objetivo
de aproveitar o desempenho em regime do filtro componente com a inicializagao mais favoravel.
Entretanto, a combinacao afim apresenta uma vantagem devido & maior liberdade oferecida
na adaptacao do pardmetro de mistura, o que faz com que o vetor de coeficientes apresente
uma grande variagao no inicio da convergéncia, possibilitando uma velocidade de convergéncia
um pouco maior que a obtida com a combinagao convexa.

Foi mostrado ainda que a combinacao afim, em alguns casos, pode ser usada para evitar a
convergéncia para um minimo local. A variagao inicial do vetor de coeficientes da combinagao
pode ser aproveitada, usando a transferéncia de coeficientes, para ajudar os filtros componentes
a convergirem na direcao de um minimo global. Entretanto, quando utilizada a transferéncia
de coeficientes, o desempenho dos filtros componentes e o da combinac¢ao tendem a ficar muito
proximos e nesse caso nao ocorre ganho de EMSE na combinagao afim. O motivo pelo qual
o ganho deixa de ocorrer serd tratado num trabalho futuro, podendo estar relacionado com
a velocidade de convergéncia do parametro de mistura da combinagao, que é extremamente
baixa devido & semelhanca no desempenho dos filtros componentes. Isso prejudica a eficiéncia
do algoritmo em termos de custo computacional, ja que apds a convergéncia, o funcionamento
do segundo filtro componente é redundante, pois seu desempenho passa a ser igual ao do
primeiro.

Num cenario mais realista, considerando equalizadores mais longos, é possivel verificar o
funcionamento da combinagao no sentido de aproveitar a inicializacao mais favoravel mas é
dificil encontrar alguma situacao onde a variacao dos coeficientes da combinac¢ao afim possa
trazer alguma vantagem como no caso de dois coeficientes. Essas caracteristicas devem ser
estudadas com mais profundidade a medida que a influéncia da inicializacao no desempenho
dos filtros componentes e os fatores que influenciam a variacao da combinacao afim sao questoes

ainda em aberto.



Capitulo 5
Conclusoes e trabalhos futuros

O projeto de filtros adaptativos envolve a escolha de parametros fixos, como o passo de
adaptacao para algoritmos do tipo LMS ou o fator de esquecimento para algoritmos do tipo
RLS. A escolha desses parametros tem que levar em conta um compromisso entre velocidade
de convergéncia do filtro e nivel de erro em regime. A combinacao de filtros surgiu como uma
forma de melhorar esse compromisso a medida que se pode combinar um filtro de convergéncia
rapida com um filtro com menor nivel de erro em regime. Nesse contexto, a combinacao con-
vexa de dois algoritmos LMS de [Arenas-Garcia et al., 2006a| se mostrou uma boa alternativa.
Entretanto, através de uma analise para obter o parametro de mistura 6timo da combinagao,
constatou-se que em alguns casos ele pode ser um nimero negativo, o que nao ¢ possivel de ser
obtido com a combinagao convexa. Foi proposta entao, em [Bershad et al., 2008| a combinagao
afim de dois algoritmos LMS, uma generalizagao da combinac¢ao convexa de [Arenas-Garcia
et al., 2006a] e que permite que o parametro de mistura adquira valores negativos.

Nesta dissertacao, a combinagao afim foi estendida para os algoritmos NLMS, RLS e para o
CMA, considerando entrada branca ou colorida e ambientes estacionarios ou nao-estacionérios.
Foi feita uma analise unificada em regime e do transitério da combinacao afim dos algoritmos
considerados. A partir dessa analise, verificou-se que a combinacao afim oferece no minimo o
mesmo desempenho que a combinacao convexa e, em alguns casos, apresenta algumas vanta-
gens.

O ponto critico da combinacao afim é a maneira como é feita a adaptacao do parametro de
mistura. Na combinagao convexa, ¢ utilizada uma variavel auxiliar que passa por uma fungao
sigmoidal, mantendo o pardmetro de mistura no intervalo [0, 1]. Com isso é possivel restringir a
varidvel auxiliar a um determinado conjunto de valores maximo e minimo, o que torna possivel
utilizar um passo de adaptacao com valor elevado, melhorando a universalidade da combinacao.
No caso da combinacao afim, entretanto, nao hé restrigao. Isso faz com que a combinacao possa
apresentar alguns problemas devido & grande variacao do gradiente utilizado na adaptagao.
Dentre os problemas, pode-se citar a divergéncia no inicio das iteragoes, a grande variagao
no valor do parametro de mistura e problemas com relagao a universalidade da combinagao.

Para contornar esses problemas, foi feita uma analise do transitéorio da combinacao e foram
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propostas outras formas de adaptagao do pardmetro de mistura.

Uma outra aplicacao da combinagao de algoritmos é a combinac¢ao de equalizadores CMA
com inicializagoes diferentes. Como o desempenho do CMA depende da forma como o algo-
ritmo foi inicializado, essa combinagao é uma alternativa para evitar a convergéncia para um
minimo local.

A dissertacao foi estruturada em cinco capitulos, sendo o Capitulo 2 relacionado com a
analise em regime, o Capitulo 3 com a anéalise de transitorio e o Capitulo 4 com a combinagao
de equalizadores CMA com inicializagoes diferentes. Na Tabela 5.1, sao listados os principais

topicos abordados em cada capitulo e as conclusoes sao apresentadas a seguir.

Tabela 5.1: Topicos abordados na dissertacao.

Capitulo | Tépicos principais

- Propriedades da combinagao afim

2 - Implementacao pratica para obtencao do ganho de EMSE
- Possibilidade de ganho de EMSE maior que 3 dB
- Algoritmo n-LMS

- Algoritmo signed regressor (SR)

3
- Algoritmo power normalized (PN)
- Algoritmo normalized signed regressor (NSR)
- Combinagoes afim e convexa de equalizadores CMA de dois coe-
ficientes com inicializacoes distintas
4

- Transferéncia de coeficientes

- Combinacgoes de equalizadores com mais coeficientes

Analise em regime

Através da analise em regime, verificou-se as seguintes propriedades da combinacao afim:

e 0 EMSE da combinagao afim é sempre menor que o minimo EMSE dos filtros compo-

nentes;

e quando o EMSE dos filtros componentes tém valores semelhantes, a combina¢ao afim
oferece um ganho de até 3 dB em relacao ao minimo EMSE dos filtros componentes.

Essa situacao pode ocorrer

— no caso estacionério ou nao estacionario, quando os passos de adaptacao (ou fatores
de esquecimento) dos filtros componentes sdo proximos. Nesse caso, o valor do
parametro de mistura 6timo da combinacao ¢ um valor com moédulo muito grande,

menor que 0 ou maior que 1, na maioria dos casos;
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— no caso nao estacionario, com passos de adaptacao distintos. Nesse caso, o valor

do parametro de mistura 6timo é geralmente positivo, situado no intervalo [0, 1].

A diferenca entre o desempenho das combinacoes afim e convexa ocorre quando o valor
do pardmetro de mistura 6timo se torna negativo ou quando o valor do parametro de mistura
6timo é maior que 1. Assim, quando os passos de adaptagao (ou fatores de esquecimento) dos
filtros componentes sao proximos, a combinacao afim é capaz de oferecer um ganho de EMSE
de até 3 dB, enquanto a combinac¢ao convexa tem seu desempenho limitado pelo minimo EMSE
dos filtros componentes.

Em relagao ao ganho obtido com a combinagao, concluiu-se que:

e o0 ganho de EMSE da combinagao nao é uma situagao 6tima, apesar de ser mais favoravel
do que nao obter ganho algum. No caso nao-estacionario, o EMSE, em termos absolu-
tos, ¢ minimo quando um dos filtros componentes é adaptado com passo (ou fator de
esquecimento) 6timo, situagao na qual a combinagao afim ou convexa tem o desempenho
igual ao do filtro componente 6timo, nao oferecendo ganho algum. No caso estacionario,
se fixados os parametros de um dos filtros, é possivel verificar que o ganho de EMSE da
combinagao aumenta até o limite de 3 dB & medida que o EMSE do segundo filtro se
aproxima do EMSE do primeiro filtro. Apesar do aumento do ganho, o EMSE da combi-
nacao em termos absolutos é menor & medida que o EMSE do segundo filtro é reduzido
em relacao ao EMSE do primeiro filtro. Nesse caso, deve-se levar em conta ainda o com-
promisso entre velocidade de convergéncia e nivel de EMSE em regime pois & medida
que o EMSE do segundo filtro é diminuido, sua velocidade de convergéncia também é

diminuida, influenciando diretamente na velocidade de convergéncia da combinagao;

e 0 uso da combinagao afim com filtros componentes com passos de adaptagao (ou fatores
de esquecimento) proximos faz com que a combinacdo apresente uma velocidade de
convergéncia extremamente lenta. Nesse caso, pode-se fixar o parametro de mistura da
combinagao, usando o valor analitico, sendo possivel obter o ganho de EMSE com a

mesma velocidade de convergéncia dos filtros componentes;

e 0 ganho oferecido pela combinagao afim pode ser aumentado considerando uma combina-
¢ao global de combinacoes componentes. Entretanto, verificou-se que o ganho oferecido
por essa segunda combinacao em relagao ao EMSE das combinagdes componentes é
aproximadamente igual a 1,26 dB, o que sugere que existe um limite de ganho de EMSE

méaximo que pode ser obtido se o esquema for estendido.

Analise de transitorio

Com relacao as formas de adaptagao do pardmetro de mistura, concluiu-se que:
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e em alguns casos, a adaptacao da combinacao afim com o algoritmo 7n-LMS nao é capaz

de fazer com que a combinacao tenha um comportamento proximo ao universal;

e a utilizacao da normalizacao instantanea parcial na adaptacao, com o algoritmo sig-
ned regressor se mostrou, nas simulagoes realizadas, uma boa opc¢ao para melhorar a

universalidade da combinacao;

e os algoritmos normalizados PN e NSR fazem com que a combinagao afim obtenha um
desempenho proximo ao obtido com o SR, sendo facilitada a escolha do passo de adap-

tagao, que nao depende de parametros do cenario de filtragem.

Combinagao de equalizadores CMA com inicializagoes diferentes

Nesse contexto, concluiu-se que:

e a combinagao afim é uma alternativa vantajosa em relagao a combinacgao convexa. A
maior liberdade na adaptacao do pardmetro de mistura pode permitir que o vetor de
coeficientes da combinacao apresente uma variagao maior, possibilitando sair de regioes

de minimos locais;

e através do uso da transferéncia de coeficientes, pode-se aumentar as chances de um filtro

componente conseguir sair de uma regiao de minimo local;

e numa aplicacao mais realista, considerando filtros componentes com maior niimero de
coeficientes, foram feitos testes preliminares e verificou-se que ambas as combinagoes
sao capazes de oferecer um desempenho proximo ao do filtro componente com melhor
inicializacao. Nesse caso, a transferéncia de coeficientes altera apenas o comportamento
do filtro com a inicializacao mais desfavoravel, fazendo com que seu desempenho seja

proximo ao do outro filtro componente e ao da combinacao.

Trabalhos futuros

Diante das contribuicoes e conclusoes expostas, existem algumas possibilidades de trabalhos

futuros. Dentre elas, destacam-se:

TF1 estudo sobre as causas do ganho de EMSE no caso de filtros componentes com EMSE

proximos;
TF2 calculo do limite de ganho de EMSE no caso estacionéario;

TF3 estudo sobre como obter um ganho de EMSE da combinacao no caso de equalizadores

CMA com inicializag¢oes diferentes;
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TF4 anélise e implementacao da combinacao afim de mais de dois filtros;

TF5 extensao da analise de transitorio da combinagao afim para o caso de combinacoes de

filtros de familias diferentes;

TF6 calculo de uma expressao mais precisa para a variancia do parametro de mistura, sem

considerar a hipotese T1 (pag. 48);

TF7 calculo de uma expressao mais precisa para a matriz de covariancia do vetor de erro de
coeficientes do RLS;

TF8 comparagao do desempenho da combinacao em relagao ao desempenho de algoritmos de

passo variavel;

TF9 extensao das analises para o caso complexo.

Cabe observar que o TF9 tem um interesse especial em equalizagao, onde sao usados sinais

complexos.
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Apéndice A

Utilizacao do random-walk model em

equalizacao

Na anélise de algoritmos adaptativos no caso nao-estacionario, ¢ comum assumir o random-

walk model, que considera uma solugao 6tima variante no tempo, segundo o modelo
wo(n) = wo(n — 1) + q(n), (A1)

sendo q(n) um vetor i.i.d. independente das condigoes iniciais {w,(0), w(0) e de {u(l),d(l)}
para todo [ [Sayed, 2003, Sec. 7.4]. A aplicacao desse modelo num cenério de equalizagao,
entretanto, ndo é direta, ja que a solugao 6tima w,(n) geralmente nao ¢ conhecida. A seguir,
serd considerada uma forma equivalente de utilizacao do random-walk model numa aplicagao
de equalizagao, visando obter o mesmo EMSE, sem a necessidade do conhecimento da solugao
otima.

Como definido no Capitulo 1, o EMSE (;(n) de um filtro ¢ é calculado como

Gi(n) =E{ez;(n)}, (A.2)

sendo
eqi(n) =u"(n)w;(n —1). (A.3)

Lembrando que w;(n) = w,(n) — w;(n), (A.3) pode ser reescrita como

eqi(n) =u"(n) [wo(n —1) —w;(n —1)]. (A.4)
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A partir de (A.1), é possivel obter uma expressao para w,(n) de forma iterativa, ou seja,

wo (1)

wo(0) +a(l)

g
o
S
I
s
o
=
_l’_
=%
=
_l’_
=%
>

Wo(n) = wo(0) + > q(l). (A.5)
De forma anéloga, usando a expressao de atualizagao dos coeficientes do filtro
wi(n) = wi(n — 1) + p;(n)M;(n)e(n)u(n), (A.6)

obtém-se

eai(n) = u"(n) { wo(0) - [wi<o>+i(pi<Z>Mi<z>e<Z>u<Z>—qm)] o (A9)

WEQ) (n—1)

(@)

E possivel mostrar, de forma iterativa, que w;” (n) pode ser calculado através de

w2 (n) = wi” (n — 1) + p,(n)My(n)e(n)u(n) — q(n), (A.10)

com w'? (0) = w;(0).
Comparando (A.9) com (A.4), é possivel notar que o e,;(n) ndo sera modificado se a

solugdo otima for considerada constante, ou seja, wo(n — 1) = w,(0) e se a adaptagao dos
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coeficientes do filtro for feita segundo (A.10), ou seja,
w;(n) = w;(n — 1) 4+ p;(n)M;(n)e(n)u(n) — q(n). (A.11)

Assim, é possivel usar o random-walk model sem a necessidade do conhecimento da solugao
otima w,(n), considerando o vetor q(n) na adaptacao dos coeficientes segundo (A.11), obtendo

0 mesmo erro a priori e, conseqliientemente, o mesmo EMSE.



Apéndice B

Expressao do EMSE cruzado em regime
para o NLMS

Uma expressao para
G2(00) £ Tim E {eq,(n)eq2(n)) (B.1)

pode ser obtida a partir do calculo de E {w{(n)ws(n)}. No NLMS, o vetor de coeficientes do

filtro ¢ é adaptado através de

i\n) = w;(n — Lune‘n. .
WZ( ) Z( 1>+€N+||u(n)||2 ( ) Z( ) (B 2)

Subtraindo ambos os lados de (B.2) de w,(n) e usando o random-walk model (Eq. (1.12),
pag. b), obtém-se
i

w;(n) =w;(n—1)+q(n) — P

(n)qu(n)ei(n). (B.3)
Usando (B.3) para calcular w{(n)wo(n), obtém-se

iis

Wi (MWa(n) = Wi(n = Dws(n — 1) + Wi (n = 1)q(n) = Wi(n —1)— T

(e et

()~ 1)+ (n)aln) — (1) 2 uen(n

——ﬁl u’(n)e;(n)wo(n —1) — /i u’(n)er(n)q(n
+—M1 uTneln—’u2 u(n)es(n). B.
en + [[u(n)]f? e )€N+Hu(n)|!2 (mea(n) (B4)
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Calculando a esperanga de ambos os lados de (B.4) e considerando que q(n) é independente

de w;(n), de u(n) e de ¢;(n) e que E{q(n)} = 0, chega-se a
E{wi(n)wsy(n)} = E{w;(n — 1)Wy(n — 1)}

B {VvlT(n - 1)%11(71)@2@)}

ey + Hu
+E{d"(n)a(n)}
0 r -
- E {mu (n)er(n)wa(n : 1)}
LuTnelnLunegn ) )
B g O e} @9
Considerando que ey << |Ju(n)||? e lembrando que

() = eas(n) +v(n), (B.6)
eqi(n) =u"(n)w;(n — 1) = w; (n — 1)u(n) (B.7)

u’ (n)u(n) = [[u(n)|*, (B-8)

(B.5) pode ser reescrita como

EWWRMWAM}ZEWWRH—UWﬂn—D}—E{—ﬂ%F%MMQAm}

Ju(n)
+E{q"(n)q(n)}

e et )

5 { eeites (esatn) |

+E {%ﬁ(n)}

8 {isens () + Facaali)] ol |

= 2 {leastm) + uati] T2t | (5.9)

Considerando que v(n) é independente de u(n) e de e, ;(n) e que E {v(n)} = 0, conclui-se que

as duas tltimas parcelas do lado direito de (B.9) sdo nulas. Com isso, usando a aproximagao

#e n)ego(n) ¢ ~ E{ear(n)eas(n)} _ Ci2(n)
E{Hu(n)HQ o (1) aal )} Tr(R) Tr(R)’ (B.10)
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lembrando que E{||q(n)||*} = Tr(Q) e calculando o lim,_ .., de ambos os lados de (B.9),

obtém-se

Jim B 000} = i B0~ D%t~ D)+ P s |
C12(0)

+ T (R) [ — i — 2] + Tr(Q). (B.11)
Em regime, vale a aproximacao
C2(00) = lim E{w{(n)ws(n)} =~ lim E{w](n — 1)wq(n —1)}. (B.12)

Usando (B.12) em (B.11), obtém-se

Tr(R) [l a0y + Tr(Q)]
fia + g — [ fly

Cra(00) = (B.13)

Y

em que a, = E{1/||u(n)||?}. Para M suficientemente grande e sinal de entrada gaussiano, o,

pode ser estimado como 1/[c2(M — 2)].



Apéndice C

Expressao do EMSE cruzado em regime
para o RLS

Em [Eleftheriou e Falconer, 1986], foi obtida uma expressao analitica para o EMSE em
regime do RLS. A seguir, esse resultado é estendido para a obtencao do EMSE cruzado da
combinagao de dois algoritmos RLS.

Assumindo que u(n) é independente de w;(n—1), ¢ = 1,2, o EMSE de um filtro componente
(Ci(n) = Cii(n), i = 1,2) ou o EMSE cruzado ((12(n)) pode ser obtido através da estimativa de

Gi(00) 2 Tim E{W7(n — DRW(n — 1)}, ij = 12, (1)
sendo R = E{u(n)u”(n)} a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada e w;(n — 1) o vetor
de erro dos coeficientes do filtro i.

A equagao de atualizacao dos coeficientes do filtro ¢ com o algoritmo RLS é dada por

w;(n) = wi(n — 1) + R, (n)u(n)e;(n), (C.2)

sendo
Ri(n) = MRi(n — 1) 4+ u(n)u”(n) (C.3)
ei(n) =d(n) —u"(n)w;(n —1). (C4)

Multiplicando (C.2) a esquerda por ﬁz(n), obtém-se

Ri(n)w;(n) = Ri(n)wi(n — 1) + u(n)e;(n). (C.5)
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Substituindo (C.3) e (C.4) em (C.5), chega-se a

A~ ~

R;(n)w;(n) = ARi(n — D)w;(n — 1) + u(n)d(n). (C.6)

Para prosseguir, é necessario assumir um modelo para o sinal desejado d(n) e para a varia¢ao
da solugao 6tima w,(n). Assume-se o modelo de regressao linear para o sinal desejado, ou
seja,

d(n) =u"(n)we(n — 1) +v(n), (C.7)

sendo v(n) um ruido branco de média nula e varidncia o2. Assume-se que solugao 6tima varia

de acordo com o random-walk model, dado por
Wo(”) = Wo(” - 1) + q(”)v (C8>

sendo ¢(n) um vetor aleatério de média nula, i.i.d., com matriz de covariancia Q = E{q(n)q"(n)},
independente de u(m) para todo m < n e das condigoes iniciais w,(0), w;(0).

Multiplicando (C.3) a direita por w,(n) e usando (C.8), chega-se a

Ri(n)wo(n) = MRi(n — 1)wo(n — 1) + u(n)u” (n)wy(n — 1)
ARi(n — 1)a(n) + u(n)u” (n)q(n). (C.9)

Subtraindo (C.6) de (C.9) e substituindo d(n) pelo modelo (C.7), obtém-se

R,(n)[wao(n) — wi(n)] =\R(n — Dfwa(n — 1) — wi(n — 1)] — u(m)u” (n)wo(n — 1)
u(n)o(n) +u(n)u’ (n)wo(n — 1) + AR(n — 1)a(n)
+u(n)u’(n)q(n). (C.10)

Definindo o vetor de erro dos coeficientes w;(n) = w,(n) —w;(n), apods algumas simplificagoes,
(C.10) se reduz a

R (n)w;(n) = AR;(n — 1)w;(n — 1) — u(n)v(n) + N\Ri(n — l)j u(n)u”(n)q(n). (C.11)

Multiplicando & esquerda por f{i_ '(n), chega-se a
wi(n) = AR (n)Ri(n — Dwi(n — 1) — Ry (n)u(n)v(n) + q(n). (C.12)

Usando (C.12), é possivel calcular lim,_,., E{w/(n)Rw;(n)}, ou seja,
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lim E{w7(n)Rw,(n)} =

+ XA, lim E{%7(n — DRi(n — 1)ﬁ;1(n)Rﬁ;1(n)Aj(n —1)w;(n—1)}
~ .

+ lim E{u"(n)R; ' (n)RR; " (n)u(n)v’(n)}
A E >y
+ lim BE{q"(n)Rq(n)} . (C.13)
\CF J

Para simplificar, sao apresentados em (C.13) apenas os termos nao nulos. Como é assu-
mido que q(n) é um vetor i.i.d. de média nula, independente das condigdes iniciais e v(n) é
independente de u(n) e w(n) e também tem média nula, termos que dependem de E{v(n)} e
E{q(n)} sao nulos e por isso nao foram considerados em (C.13).

Na seqiiéncia, aproximacgoes para os termos A, B e C sao obtidas. Para isso, sao necessarias

algumas hipoteses.
Hipotese 1:  Assume-se que em regime ﬁz(n) ~ R;(n — 1), ou seja,

ﬁfl(n)ﬁz(n — 1)~ 1, quando n — oc.

(2

Usando a Hipotese 1, o termo A pode ser aproximado por

A~ lim B{W;(n — DRW;(n — 1)} = ¢;;(c0). (C.14)

n—oo

Cabe observar que em regime também vale a aproximagao

lim E{%’(n)RW;(n)} ~ lim E{%'(n — )RW,(n — 1)}. (C.15)

n—oo n—oo

O termo C, por sua vez, ¢ igual a Tr(QR) sendo Tr(+) o trago de uma matriz. Usando essas

aproximagoes, (C.13) pode ser reescrita como

(1= X\)¢i(00) = lim E{u”(n)R; ' (n)RR; ! (n)u(n)v?(n)} +Tr(QR). (C.16)

n—oo J
.

~~

B
Observando (C.16), ainda é necessario encontrar uma aproximagao para o termo B. Como

v(n) é independente de u(n), entao

B~ lim E{u’(n)R; ! (n)RR; (n)u(n)} o2 (C.17)

n—oo
.

~~

B1
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Basta agora encontrar uma aproximacao para Bi, o que ¢é feito em detalhes na Segao C.1.
Usando o resultado dessa se¢ao, o termo B pode ser aproximado por

Bzﬂ—AMl—&)G+«L}?S£)ﬁ%)Mﬁ. (C.18)

Substituindo (C.18) em (C.16), chega-se a

L A=A =) (1= A)(1 = A) 2 1
Gy ~ =) (1 + = %) Mo, + mTr(QR), (C.19)

0.2
sendo v, = ﬁ Se u(n) for gaussiano, 7, = 2.

Assim, fazendo i = j obtém-se o resultado para o EMSE dos filtros componentes

11—\ 11—\ 1
. ~ ‘1 : Mo? T =12 2
Gii(o0) Y < + HAivu) o, + 1 v r(QR), =1, (C.20)

e fazendo 1 = 1 e j = 2, obtém-se o EMSE cruzado

Cia(00) ~ & zlx_l&;—z)xz) (1 L a —1>\_1))(j>\—2 X) ,yu) Mo? mmqm. (C.21)

C.1 Expressao para o termo [5;

O objetivo aqui é encontrar uma aproximagao para o termo

B, = lim E{u"(n)R; (n)RR; ' (n)u(n)}.

n—oo

Tomando a esperanga de ambos os lados de (C.3), obtém-se em regime a seguinte aproximagao

~ 1
lim E{R;(n)} ~ = )\_R. (C.22)
Dessa forma, um bom modelo para Ri(n)
~ 1 ~

sendo ﬁl(n) uma matriz de perturbacao hermitiana de média nula.
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Usando o lema da inversao matricial' em (C.23), chega-se a
. - -1
R(n)=(1- AR~ (1-\)?R! [R;l(n) (11— Ai)R—l} R (C.24)

Multiplicando (C.24) a direita por R, obtém-se

7

R R = (1-A)T— (1= AR R )+ (- AR (C.25)

Lembrando da propriedade de matrizes A(B + C)™! = (BA~! + CA~!)~! (C.25) pode ser

reescrita como

RAmR = (1-A)T— (1 -0 [R )R+ (1 - A1) - (C.26)

7

Usando novamente o lema da inversao matricial, é possivel verificar que

BAmR = (1-2) [T+ (- 2R R )] (C.27)

Hipotese 2:  Assume-se que
I(1=A)R'Ri(n)]| < 1,

sendo || - || algum tipo consistente de norma.

Utilizando a Hipotese 2, vale a aproximagao

1

(1= MR Ri(n)| T i1a (- 2R Rim)] (C.28)

Aplicando o lema da inversao matricial em [I + (1 - )\Z-)R_lﬁi(n)} e a aproximagao (C.28),
chega-se a
RInR=~(1-)\) [1 (- Ai)R‘lf{‘l(n)] . (C.29)

7

Definindo-se a matriz F;(n) £ (1 — A,)RR"!(n), (C.29) pode ser reescrita como

R '(n)R~ (1—-N)[I-F;n). (C.30)

7

Hipotese 3:  Assume-se que F;(n) é independente de u(n) e E{F;(n)} = 0.

Note que F;(n) representa a flutuagio do produto R;!(n)R em torno da identidade.

!Seja A uma matriz tal que A = B~! + CD~'C”. Segundo o lema da inversao matricial, sua inversa pode
ser calculada como [Sayed, 2003, pag. 67]

A~'=B-BC(D+C"BC) 'C"B.
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Usando (C.30) e a Hipotese 3, o termo B; pode ser reescrito como

By = lim E{u’ ()R ()RR} (n)u(n)} ~

~ (1= A)(1 - ) lim E{u”(n)[I — F(n)][I - F,(n)]R""u(n)} ~
~ (1= M) (1= A) lim Te(E{I — Fy(n)][T - F (n)]}) (C.31)

Note que aqui se utilizou o fato de que E{R~u(n)u”(n)} = I. Como E{F;(n)} = 0,

Tr(E{[I - Fi(n)][I — F;(n)]}) = Tr(I 4+ E{Fi(n)F;(n)}). (C.32)
Assim,
B~ (1—-X\)(1-2X) Jirrolo Tr(I+ E{F;(n)F;(n)}). (C.33)

Cabe observar que E{F;(n)F;(n)} = (1= X)(1 —X)E{RR;(n)R'R;(n)} ndo & facil de
estimar e é dependente de estatisticas de quarta ordem do sinal de entrada. No entanto, em
situacoes especificas, é possivel calcular uma aproximagao para essa matriz. Supondo que o
sinal de entrada seja branco, pode-se assumir em regime que apenas os elementos da diagonal
de R, Ry(n) ¢ f{](n) sao importantes para o calculo do EMSE. Mesmo quando o sinal de
entrada nao for branco, a importancia dos elementos da diagonal pode ser considerada como
uma aproximagao razoavel na maior parte dos casos |Diniz, 2008].

Os elementos da diagonal principal de E{F;(n)F;(n)} podem ser aproximados por

BT ()7 (n)}

(03)? ’

sendo o2 a variancia do sinal de entrada u(n) e 7, ;(n) os elementos da diagonal principal de

E{fawi(n) fra(n)} = (1 = A)(1 = Aj)

(C.34)

R;(n). Usando (C.23) ¢ (C.3), ¢ possivel obter uma recorréncia para Tzz,i(N), OU seja,
Tazi(n) = ANppi(n — 1) + 0 (n — ) — rops, (C.35)

sendo r;; os elementos da diagonal principal da matriz R. Multiplicando por 7, ;(n) e tomando

a esperanca, chega-se a
E{700,i(n)70sj(n) } = NN E{T,0i(n — 1)7pp ;(n — 1)} + E{[ug(n —x) — rm]Q}. (C.36)

Cabe observar que 7, ; € 75, ; tém média nula e sdo assumidos independentes de u(n). Em

regime, obtém-se

b
1= A

1 2

E{[u*(n — x) — ry)?} = mcf“z.
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Substituindo (C.37) em (C.34), chega-se a
(1 — )\Z)(]_ — )\]) 0'2
E ; ; = “ .
{fazi(n) frz j(n)} 1=\ [02]2 (C.38)
~——
Yu
Finalmente, usando (C.38), B; pode ser aproximado por
1—=X)(1 =X\,
Bﬁwﬂ—AM1—&)O+( ) ”%)M: (C.39)

1— A\



Apéndice D

Expressoes da matriz de covariancia do

vetor de erro dos coeficientes

O objetivo é obter uma expressao analitica recorrente no caso estacionario para

Sij(n) =E{w;(n)w](n)}, (D.1)

J

sendo
w;(n) = w, — w;(n) (D.2)

o vetor de erro dos coeficientes do filtro i e w, o vetor de coeficientes 6timos.

De modo unificado, a equacao de adaptacao dos coeficientes é dada por
w;(n) =w;(n—1) + p;(n)M;(n)e;(n)u(n), (D.3)

com p;(n), M;(n) e e(n) referentes aos algoritmos considerados mostrados na Tabela D.1.
O erro de um filtro componente pode ser escrito de forma analoga ao erro da combinacao

obtido na Equagao (2.24) (pag. 20), ou seja,
ez(n) ~ H<n>€a,i(n) + (p(n)v (D4>

sendo k(n) e p(n) definidos na Tabela D.1 para os algoritmos considerados.

Tabela D.1: Parametros das expressoes (D.3) e (D.4) para os algoritmos considerados.

Alg. pi(n) M; ' (n) ei(n) Kk(n) | ¢(n)
NLMS |7/ (en + [lu(n)||?) d(n) — yi(n) L | v(n)
RLS 1 R.i(n)

CMA i I [r —yi(n)lyi(n) | v(n) | B(n)

112
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Subtraindo ambos os lados de (D.3) da solugao 6tima w,, obtém-se
wi(n) = wi(n — 1) — p;(n)M;(n)e;(n)u(n). (D.5)
Substituindo (D.4) em (D.5) e lembrando que e, ;(n) = u”(n)w;(n — 1), chega-se a

wi(n) = wi(n — 1) —pi(n)s(n)Mi(n)u(n)u’ (n)wi(n — 1) —pi(n)p(n)M;i(n)u(n).  (D.6)

J

TV TV WV
x;,1(n) x;,2(n) xi,3(n)

Substituindo (D.6) em (D.1), obtém-se

+ xi3(n)x; 1 (n) +x3(n)x] o(n) + x;3(n)x 3(n)} (D.7)

J)1

Hipotese 1: Assume-se que wi(n), £ = 1,2 é independente de u(n), x(n) e p(n) e que
E{wi(n)} =0,i=1,2.

Hipotese 2:  Assume-se que p(n) é independente de u(n) e k(n).

Usando as Hipoteses 1 e 2, verifica-se que os termos E {X,k(n)X]Tg(n)} eE {ng(n)xfk(n)},

k = 1,2 sdo nulos. Assim, (D.7) se reduz a

4 5 c
Si;(n) & E {x1(n)x% 1 (n) } + B {x;2(n)x5(n) } + E {x5(n)xL4(n)}
+ 13 {Xm(n)xjg(n)}JJr E {XZQ(TL)le(’I’L)}J (D.8)

O termo A é comum para todos os algoritmos considerados e é calculado como
A=E{x;1(n)x],(n)} = E{Wi(n —1)W](n — 1)} = S;;(n—1). (D.9)

Os termos B, C, D e £ dependem do algoritmo utilizado na adaptacdo de w(n). A seguir,
esses termos sao calculados para cada algoritmo considerado. No calculo, u(n) é assumido

gaussiano e com essa hipotese vale o resultado [Haykin, 2002]
E{u(n)u”(n)S;;(n — u(n)u”(n)} = 2RS,;(n — 1)R + RTr (RS;;(n — 1)), (D.10)

que é usado no célculo dos termos a seguir.
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D.1 LMS

Para o LMS, consideram-se os parametros p;(n), M;(n), xk(n) e ¢ da Tabela D.1. Dessa

forma, os termos B, C, D e £ sao calculados a seguir.

Termo B: O termo B é dado por
B = E {pipju(n)u” (n)w;(n — )W} (n — Lu(n)u’(n)}, (D.11)
que pode ser reescrito, usando a esperanga condicional, como [Papoulis, 1991]

B = i B{E {u(n)u” (n)w;(n — 1)} (n — Lu(n)u"(n)|u(n)} }
— it {u(n)u” ()4 (n — Du(n)u”(n)} (D.12)

Usando o resultado de (D.10) em (D.12), obtém-se
B = pip; 2RS;;(n — 1)R + RTr (RS;;(n — 1))]. (D.13)
Termo C: O termo C ¢ dado por
€ = E {juptv?(nyu(m)u” (n)} = pinjo?R. (D.14)
Termo D: O termo D é dado por
D = E {—p;wi(n — )W} (n — L)u(n)u”(n)} ~ —p;S;;(n — 1)R. (D.15)
Termo &£: O termo & é aproximado por
£ = E{—pu(n)u"(n)w;(n — )W, (n — 1)} ~ —u;RS;;(n — 1). (D.16)
Substituindo esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se
Sij(n) ~ Sij(n — 1) — wRS;;(n — 1) — 1;S;;(n — 1R

+ wipj [2RS;j(n — )R + RTr (RS;;(n — 1)) + o R] . (D.17)

D.2 NLMS

No calculo dos termos de S;;(n) para o NLMS sdo usadas as aproximagoes

E{M} %E{u(n)uT(n)}E{%} (D.18)

u”(n)u(n u”(n)u(n)
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E{%} %E{u(n)uT(n)}E{m}. (D.19)

Segundo [Costa e Bermudez, 2002|, essas aproximagoes sao razoaveis considerando que o ni-
mero de coeficientes dos filtros componentes seja grande (M > 30) e sao equivalentes as
aproximacoes da teoria das médias de [Samson e Reddy, 1983].

Assumindo que u(n) é gaussiano, os seguintes resultados sao validos [Costa e Bermudez,
2002]

1 1
E { uT(n)u(n) } a gg(M _ 2) (DQO)
e 1 1
E{W} T ol (M —2)(M —4) (D-21)
sendo o2 a variancia do sinal de entrada u(n). Usando (D.20) e (D.21) em (D.18) e (D.19),
obtém-se
ww()) R
E { uT(n)u(n) } ~ J%L(M _ 2) (D.22)

E { u(nju’(n) R (D.23)

[UT(H)H(H)P} T ol (M - 2)(M —4)
Com esses resultados, substituindo os parametros p;(n), M;(n), k(n) e ¢ mostrados na
Tabela D.1, considerando que a constante ey é suficientemente pequena e lembrando que

[[u(n)||? = u”(n)u(n), os termos B, C, D e £ sao calculados a seguir.

Termo B: O termo B é dado por

= ﬂunuTnifv-n— wi(n —Du(n)u”(n
5= { P () (0~ DR (0 - DuGapa’ ()| (D20

Usando a esperanga condicional e considerando que [u”(n)u(n)]? e o numerador de (D.24) sao

pouco correlacionados para M suficientemente grande, é possivel fazer a aproximacao

B~ 1;1;E { 5 } E{E {u(n)u”(n)w;(n — )W} (n — L)u(n)u”(n)u(n)} }.

-
[u”(n)u(n)]

Usando (D.21), chega-se a

B~ i _@M — {u(n)u’(n)S;(n — Hu(n)u”(n)} . (D.25)

Usando o resultado de (D.10) em (D.25), obtém-se

Tl

S T = PRSu(n = DR+ RTr (RS (0= 1), (D.26)
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Termo C: O termo C ¢ dado por
i o f u(mu(n)
C=E {—v (n)u(n)u (n)} = ;o B {— , (D.27)
[u” (n)u(n)]? ’ [u” (n)u(n)]?
que, usando (D.23), pode ser aproximado por
R
A 02 . D.2
C Mzujgvo_g(M_Z)(M_Zl) ( 8)
Termo D: O termo D é dado por
fi o~ ~
D=E {_Wju(n)wi(n — 1w (n — 1)u(n)uT(n)}
- u(n)u”(n)
~ —71:S;(n — DB DT L D.29
lu] J(n ) {UT(TL)U(TL) ( )
que pode ser aproximado, usando (D.22), por
D~ —Ls,(n - 1)R. (D.30)
o2(M —2)""
Termo &£: O termo &£ é dado por
i (Ve ~r
~ _pp{uur(n) Si(n—1) (D.31)
o u”(n)u(n) | ’ '
que pode ser aproximado, usando (D.22), por
&~ —LRS-(TL —1). (D.32)
G2(M —2)
Substituindo esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se
_ i i
+ pilly [2RS;;(n — 1)R + RTr (RS;;(n — 1)) + 0’R] . (D.33)

o (M —2)(M —4)

D.3 RLS

Assumindo que ﬁ; !(n) varia pouco em relacido a w;(n), i = 1,2 quando \; ~ 1 e conside-

rando os parametros p;(n), M;(n), k(n) e ¢ mostrados na Tabela D.1, os termos B, C, D e &

sao calculados a seguir.
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Termo B: O termo B é dado por

A~

B =B {R; (nju(n)u’ (n)Wi(n — ¥ (n — Du(m)u’ (mR; ' (n)} (D.34)

que pode ser reescrito, usando a esperanga condicional, como [Papoulis, 1991]

B~ R (n)E{E {u(n)u” (n)W;(n — )% (n — Lu(n)u” (n)[u(n)} }R; (n)

~

i (E{u(n)u” (n)Sy(n — Nu(n)u” (n)} Ry (n), (D.35)

Q
=)

sendo
R/ '(n)=E {ﬁf%n)} . (D.36)

3 3

Usando o resultado de (D.10) em (D.35), obtém-se

~

B~ R (n) [2RS;;(n — )R + RTr (RS;;(n — 1))] R (n). (D.37)

Termo C: O termo C é dado por

C=FE {UQ(n)f{i_l(n)u(n)uT(n)A ;1(n)} ~ o’R; (n)RR; ' (n). (D.38)
Termo D: O termo D ¢ dado por
D=E {—Wi(n — )W (n — 1)u(n)uT(n)A;1(n)} ~ —S;;(n — )RR ' (n). (D.39)
Termo £: O termo € & dado por
E=FE {—ﬁ;l(n)u(n)uT(n)vT/i(n — )W (n — 1)} ~ R '(n)RS;;(n —1). (D.40)

E necessario, entao, uma aproximagao para R; ! (n). Lembrando que a estimativa da matriz

de autocorrelagao no filtro ¢ é inicializada como
R(0) = egl (D.41)

e atualizada por
Ri(n) = ARi(n — 1) + u(n)u”(n). (D.42)
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E possivel obter uma expressao para R;(n) de forma iterativa, ou seja,

ﬁZ(O) = ERI
R;(1) = Miegl +u(1)u”(1)
R

Ai
#(2) = Megl + Au(1)u”(1) +u(2)u”(2)

ﬁz(n) = ANlerl + i A ta(Du (D). (D.43)

I=1
Aplicando a esperanca em (D.43), obtém-se

1— A7

. D.44
T, (D.44)

E {f{i(n)} — \egl + R

Para prosseguir, assume-se que E{ﬁ;l(n)} A [E{ﬁz(n)}]_1 Essa hipotese nao ¢ muito realista
mas evita o célculo da inversa de (D.43) e mostrou ser um resultado razoavel para o transitorio
do EMSE nas simulagoes realizadas. O estudo de uma aproximacao mais precisa sera tratado

num trabalho futuro. Com isso,

-1

1— A

— . -1
—1 ~ . g n
R (n) ~ [E {Rl(n)}] [)\Z erl+ Ry (D.45)
Assim, usando esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se
Sij(n) ~ Sij(n — 1) = R, (n)RSy;(n — 1) — Sy;(n — YRR, (n)
+ R, (n) [2RS;;(n — )R+ RTr (RS;;(n — 1)) + o’R] R; ' (n), (D.46)

em que R;!(n) ¢ dado por (D.45).

D.4 CMA

Para o CMA, considerando os parametros p;(n), M;(n), k(n) e ¢ mostrados na Tabela D.1,

os termos B, C, D e & sao calculados a seguir.

Termo B: O termo B é dado por

B = E { pipj*(n)u(n)u” (n)w;(n — 1)wj (n — Lju(n)u”(n)}, (D.47)
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que pode ser reescrito, usando a esperanga condicional, como [Papoulis, 1991]
B ~ pypEE{E {u(n)u” (n)w;(n — 1)W; (n — L)u(n)u’ (n)lu(n)} }
~ papi€E {u(n)u’ (n)Sy;(n — Hu(nju’(n)}, (D.48)
com & 2 E{v%(n)}. Usando o resultado de (D.10) em (D.48), obtém-se
B~ pip€ 2RS;;(n — 1) R+ RTr (RS;;(n —1))]. (D.49)
Termo C: O termo C é dado por
C = E{pip;F(n)u(n)u’ (n)} = pwiposR. (D.50)
Termo D: O termo D é aproximado por
D = B {—u7(n)Wi(n — L)% (n — Du(m)u’ (n)} ~ —1;78,(n — DR. (D51)
Termo &£: O termo & é dado por
E=E{—pry(n)un)u” (n)w;(n — )Wl (n — 1)} ~ —puARS;;(n — 1). (D.52)
Substituindo esses resultados e (D.9) em (D.8), obtém-se
Sij(n) ~ Sij(n — 1) — wARS;;(n — 1) — p;¥Si(n — R
+ gy [26RS;(n — )R + ERTr (RS;(n — 1)) + 03R] . (D.53)



