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Analise estatistica do algoritmo Shalvi-Weinstein
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Resumo— Algoritmos autodidatas com boas propriedades de conver-
géncia,tracking e robustez numérica sdo desejaveis para garantir o bom
desempenho de um sistema de comunicagdo. Recentemente pfoposta
uma versao do algoritmo Shalvi-Weinstein (SWA) que evita diergéncia
e tem custo computacional reduzido. Neste trabalho é apreseda uma
analise do regime e do transitério desse algoritmo. Além delgumas
hipéteses classicas usadas na andlise de algoritmos addpts como a
teoria da independéncia, sdo considerados modelos recestpropostos
para analisar o conhecido algoritmo do modulo constante (CMA
Resultados de simulacéo confirmam a validade dos modelos atds.

Palavras-Chave— Filtros adaptativos, equalizagdo autodidata, algo-
ritmo Shalvi-Weinstein, analise estatistica, analise de&acking.

Abstract— Blind equalization algorithms with good convergence and
tracking properties, and numerical robustness are desirake to ensure the
good performance of a communications system. Recently wasqposed a
version of the Shalvi-Weinstein algorithm (SWA) which avods divergence
and has a reduced computational cost. In this paper, we presé
steady-state and transient analyses for this algorithm. Bsdes some
classical assumptions used in the analysis of adaptive fite such as
the independence theory, we consider some recent models pased
to analyze the constant modulus algorithm (CMA). Good agreenm
between analytical and simulation results is observed.

Keywords— Adaptive filters, blind equalization, Shalvi-Weinstein dgo-
rithm, statistical analysis, tracking analysis.

I. INTRODUCAO

implementado, ele ndo diverge mesmo considerando aritmética de
preciséo finita.

A literatura contém alguns resultados sobre a analise estatistica de
algoritmos autodidatas. Expressdes analiticas para o erro quadratico
médio em excesso (EMSEexcess mean-square erjate algoritmos
do tipo modulo constante tém sido obtidas, principalmente na ultima
década (e.g., [8]-[14]). Devido a natureza nao-linear dessesitalg
mos, a maior parte desses trabalhos apresenta andlises em regime para
0 CMA com passo de adaptacéo pequeno. Analogamente, uma analise
de tracking para o SWA foi apresentada em [11] assumindo um
fator de esquecimento proximo de um. Recentemente, foi proposto
um modelo para o erro de estimacao de algoritmos do tipo médulo
constante em [12]. Nesse modelo, o erro de estimacao é funcao do
erro a priori e de um termo que mede a variabilidade do médulo
do sinal transmitido. Ele permitiu obter uma anélise de estabilidade
do CMA [13] e também uma expressao analitica mais precisa para
o EMSE [14].

Neste artigo € apresentada uma andlise estatistica para o DM-
SWA. Séo feitas analises em regime para os dois modos de operacao
e também uma analise de transitério no modo em que a equagéo
de adaptacdo do SWA e DM-SWA coincidem. Parte da andlise em
regime é baseada na analise do algoritmo RLS de [15]. Pelo fato
dos resultados de [15] serem mais precisos do que os de outras

Usualmente os receptores dos sistemas de comunicagéo empregadilises em regime existentes para o RLS, obtém-se resultados mais
equalizadores adaptativos para remover a interferéncia intersimpfecisos para o SWA que os de [11] e [12]. Como no caso do RLS,
lica introduzida por canais dispersivos. Dentre esses equalizadogtgém-se um modelo que prevé aproximadamente situacées em que
destacam-se os que operam de forma autodidata, considerando irfqsrobabilidade de divergéncia do SWA é elevada. Para facilitar a
macOes das estatisticas de ordem superior do sinal transmitido.dpélise, assume-se que os sinais sdo reais. Na Secdo |, apresenta-
modo a garantir a eficiéncia da transmisséo, € desejavel que esgea formulacdo do problema e o DM-SWA. O modelo de [12]
algoritmos apresentem boas propriedades de convergéncia, trackingvisitado e estendido para a estimativa do sinal transmitido na
e robustez numeérica [1]-[3]. Os algoritmos de equalizacdo autodidgiecao IIl. Nas Secbes IV e V, sdo apresentadas as analisaskiag
mais conhecidos na literatura s&o os do tipo médulo constante comdo transitdrio para o DM-SWA. Os resultados de simulagdes e as

o constant modulus algorithitCMA) [4], [5] e o algoritmo Shalvi-

conclusdes sdo mostrados nas sec¢des VI e VII, respectivamente.

Weinstein (SWA) [6]. Em relacdo ao CMA, o SWA tem como

vantagem uma maior velocidade de convergéncia, mas apresenta
problemas de divergéncia, além de um maior custo computacional.
Em [7], verificou-se que a divergéncia do SWA pode ser causaga
pela inconsisténcia na estimativa ndo-linear do sinal transmitido, foLtl
e . . . al

pela perda de positividade da estimativa da matriz de autocorrelacao.
A fim de evitar a primeira causa de divergéncia, foi proposto ug

SWA com dois modos de operacdo, denominadal-modeSWA

(DM-SWA). No primeiro modo de operacao, esse algoritmo funciona
como 0 SWA convencional e no segundo modo, ele rejeita estimati\zas
ndo consistentes do sinal transmitido. Além disso, para evitar_a
divergéncia devido a perda de positividade da estimativa da mafli?
de autocorrelacdo e reduzir o custo computacional, o algorit
foi convenientemente descrito para ser implementado com as
conhecidas técnicas de algoritmos dos minimos quadrados recursivos
(RLS -recursive least squargsapidos que evitam divergéncia. Cab

Td»
ed

Il. A FORMULAGAO DO PROBLEMA E ODM-SWA

Um esquema simplificado de um sistema de comunicagcdo em
anda base com um equalizador fracionario, sobreamostrado por um
or L. é mostrado na Figura 1. Sob certas condigGes bem conhecidas,
esse modelo assegura equalizacao perfeita na auséncia de ruido [16]
sinal transmitidoa(n) é assumido iid (independente e identica-
mente distribuido) e ndo-gaussiano. E usual considerar o equalizador
0mo um sistema com resposta impulsiva de duracéo finita (FIR -
nite impulse responyeontenda)/ coeficientes, tendo como entrada
vetor regresson(n) e como saidg(n) = u” (n)w(n — 1), sendo

ye w(n — 1) representa o vetor de coeficientes do equalizador e
o.ésuperescritdr indica transposicdo. Deseja-se que tal equalizador
n{lnimize o efeito do canal e recupere o singh) para algum atraso
obtendo-se na saida do decisor a estimativa— 74).

observar que o DM-SWA ainda apresenta 0s mesmos problemas

de convergéncia para minimos locais, comuns em algoritmos do u(n) / aln —
—'Ia(n) Canal b#:>|Equalizad0r y(n) Decisor l—’a(n ic)
L

tipo médulo constante. A vantagem é que, quando adequadamente
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Fig. 1. Sistema de comunicagdo com um equalizador fracianario
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A equacédo de adaptacdo do SWA é dada por [6] sendog(n) um vetor iid com matriz de autocorrelacdo positiva-
o definidaQ = E{q(n)q” (n)}, independente das condi¢des iniciais
— = 1
w(n) =w(n—1)+emR" (nju(n) @) {wo(0),w(0)} e de{u(l)} para todal.
sendoe(n) = e(n)/7, Como no caso do CMA, uma andlise estatistica do SWA requer

(n) = | 2( Ny(n) @ hipéteses simplificadoras. Algumas delas séo revisitadas a seguir.
‘=Y n2y s Detalhes a respeito das mesmas podem ser encontrados em [9]-[14].

— 2 4 2 2
7 = 30a =1 r = Bla(n)}/oq, Ta = E{a*(n)} e E{} o ag u(n) e w(n — 1) sdo independentes. Essa hipdtese faz parte
operador esperanca. A mattiZ(n) € uma estimativa da matriz de da teoria da independéncia, amplamente usada na andlise de

autocorrelagad® = E{u(n)u”(n)}, ou seja, filtros adaptativos [1], [8], [17].
ﬁ(n) - Aﬁ(n —1) + u(n)u”(n), k) A2 a(n — 7q4) € eq(n) sdo independentes. Essa hipotese tem sido
. ~ . amplamente usada na andlise em regime do CMA [9]-[12],
sendo0 < A < 1 um fator de esqueciment®(0) = /I, I a matriz [14]

identidade e uma constante positiva. A inverd~'(n) é obtida A3
aplicando-se o lema de inversdo matricial a (3) [1].

E conhecido que o SWA quando implementado conforme apre-
sentado em [6] apresenta problemas de divergéncia. Entretargo, ess digitais [6].
problema foi recentemente superado na versdo do DM-SWA propostg A relago sinal-ruido é alta o suficiente para quér — ) ~
em [7]. A idéia desse algoritmo, que opera em dois modos distintos, u” (n)wo(n — 1). Entretanto, devido a variagéo do canal e ao
surgiu devido a possibilidade de expressar (1) de forma semelhante ruido do gradiente, o vetor de coeficientegn— 1) ndo é igual
a equacao de adaptacédo do algoritmo RLS. Isso pode ser facilmente a wo(n — 1), mesmo em regime. Usando essa aproximagao,

obtido se o “erro’ié(n) for reesﬁcrito como y(n) pode ser reescrito comg(n) = u”(n)w(n — 1) =
e(n) = e(n)/y = d(n) —y(n), (4) u” (n)[Wo(n—1)—W(n—1)], isto é,y(n) ~ a(n—74)—ea(n).

sendad(n) = x(n)y(n) ex(n) = [307 —y*(n)] /3. No RLS,d(n)  Usando A4 e assumindo qug(n) € suficientemente pequeno para

representa a resposta desejada. No SWA, reesarevgcomo (4) € que os termos que dependem de combinacdes’de), k > 2

interessante porque a informacdo das estatisticas de ordem supgtgsam ser desprezados em relagéa (@), (2) pode ser reescrita
do sinal transmitido aparece na variavéfin). Nesse caso, tanto como [12], [13]

. E{a*(n)} =0, k=2m+1, m €N, o que decorre da cons-
telacéo ser simétrica. Além disse(n) é sub-gaussiana, como
€ o0 caso da maioria das constelag8es usadas em comunicagdes

d(n) quantoy(n) podem ser interpretados como estimativas do sinal e(n) = v(n)ea(n) + B(n), ®)
transmitido. Tal fato sugeriu supor quin) € consistente quando sendo
apresenta o mesmo sinal gén) e que, nessa situacag(n) esta ~(n) = 3a2(n . 9)

numaregido de interesseQuandod(n) apresenta um sinal diferente _ N 8 10
de y(n), 0 que acontece quandg (n) > 302 ou z(n) < 0, a pln) =ra(n=7a) = a’(n = 7a). (10)
estimativa ndo é considerada consistente e, para evitar divergénCibe notar ques(n) € uma variavel aleatéria iid. Usando A3,
deve ser rejeitada. Dessa forma, fazerilo) = 0, a equagéo (1) se observa-se quE{3(n)} = 0 e sua variancia vale

reduz a

w(n) = w(n—1) —y(n)R ™' (n)u(n). 5) o2 2 B{#*(n)} = E{a’(n) — 2 a2(n)}. (11)
As equacoes (1) e (5) caracterizam os dois modos de operacaoafl@iogamentey (n) também € iid e seus momentos de primeira e
DM-SWA. ) ) ) segunda ordens sé@o dados respectivament&po(n)} =5 e
Também foi mostrado em [7] que sgn) deixa a regido de
interesse por alguma raz&o, como uma inicializagdo ruim ou uma E2B{Y’(n)} =3ro; +1° (12)

relacdo sinal-ruido baixa, a equacéo (5) fog¢a) a retornar para cape observar que representa a curtose do sinal transmitido com

a regido de interesse depois de um intervalo de um tempo finifdgin | trocado e para constelagdes sub-gaussianas é semprepositiv
Dessa forma, embora (5) n&o possibilite obter um resultado adequﬁflﬂtose negativa). Uma consequéncia imediata da Hip6tese A2 é que
para equalizacéo, ela é importante para evitar a divergéncia de“ﬂgﬁto'y(n) quantoB(n) sdo independentes do eropriori e, (n).

a inconsisténcia na estimativa néo-linear do sinal transmitido. Alémlnspirando-se na andlise em regime do CMA de [9] e [10], o
disso, quandgy(n) esta naregido de interessemesmod(n) sendo  o4elq (8) foi proposto em [12]. Posteriormente, ele foi usado na

limitado, o algoritmo pode divergir se ndo forem tomadas precaug%nse de estabilidade do CMA em [13] e estendido para sinais

na atualizacéo da inversa da matriz de autocorrelagéo. Porém, técné%?ﬁplexos em [14]. Usando esse modelo, o “er@i) de (4) pode
eficientes de implementar a atualizacdo de tal matriz sdo bgg} reescrito aproximadamente como '

conhecidas, como, por exemplo, a solu¢do com estrutura em trelica v (n)

de [7] d(n) — y(n) ~ 2 ¢, (ny 4 B0 (13)

IIl. UM MODELO ESTATISTICO PARAd(n) Substituindo (6) em (13), o sindl(n) pode ser modelado por

Uma medida de desempenho do equalizador é dada pelo EMSE,

definido como¢(n) 2 E{e2(n)}, sendoe,(n) o erro a priori

d(n) ~ {1 - @} u”(n)w(n —1)

5
SXPIEsso como ea(n) =u" (n)w(n — 1), (6) + @uT(n)wo(n -1)+ @ (14)

em quew(n — 1) = wo(n — 1) —w(n — 1) € 0 vetor de ermo com~(pn) = 1 e interpretandgi(n) como ruido de medida, (14) se

dos coeficientes ev, € a solugdo Otima deero-forcing NUm  roqyz a0 modelo de regressdo linear usado em filtragem adaptativa

ambiente estacionario, o vetev, € fixo, enquanto num ambientegyeryisionada [3, p. 284]. Cabe observar gie) é identicamente

nao-estacionario, ele varia com o tempo. Neste caso, & usual modgli para constelages de modulo constante. Dessa forma, a variagdo

sua variagdo através dandom-walk modef3, p. 359], dado por 15 médulo deu(n), medida por3(n), faz o papel de ruido de medida
Wo(n) = wo(n —1) +q(n), (7) para algoritmos do tipo médulo constante.
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IV. ANALISE DE tracking Como em regime vale

A seguir, a analise deackingdo DM-SWA ¢ feita separando os E{w’(n)RWw(n)} = B{w"(n — )RW(n — 1)},  (20)
casos em qug(n) estd dentro ou fora da regido de interesse, o que
corresponde respectivamente as equacdes de atualizagdo (1) owl(dermo do lado esquerdo de (19) também pode ser aproximado
Embora muitas vezes o DM-SWA fique chaveando entre esses a6 ¢ (00).
modos de operacdo, a fim de facilitar a analise, assume-se cada mod¥ seqtiéncia, séo obtidas aproximagoes para os ted@o§ em
de Operagéo de forma separada. regime (’L — OO) Para iSSO, é necessario assumir a Seguinte hipétese
R1. ﬁfl(n)f{(n—l)zl. Essa aproximagéo é razoavel em regime,
principalmente quanda < 1%
% - Usando R1, o termod pode ser aproximado por

A=E{w"(n—1)Rw(n — 1)} = ((c0). (21)

A. Andlise dentro da regidao de interesse
Usando Al, o EMSE em regime do SWA pode ser calculado co

¢(c0) ® limE{w" (n—1)Rw(n—1)} = lim Tr(RS(n—1)),
e e B - O termo3 pode ser reescrito como
sendoS(n) £ E{w(n)w”(n)} a matriz de covariancia do vetor de _
erro dos coeficientes &r(-) o trago de uma matriz. Na analise em B=E {(1 —(n)/3)? €§(n)||R71(”)U(")||%L} (22)
regime apresentada a segliip,, .~ sera suprimido para simplificar
a notacdo. Na regido de interesgé(n) < 302 e as equagdes de ~
atualizacio do DM-SWA e do SWA coincidem e sdo dadas por (1fR2- €a(n) é independente d¢fR™'(n)u(n)|&. Uma hipétese
A Equacdo (1) pode ser reescrita em funcdo do vetor de erro de Semelhante foi usada na analise em regime do RLS [3, Cap. 7]

coeficientesv(n). Subtraindo ambos os lados de (1) da solucéo 6tima € do SWA [11] com a conservac&o de energia. Ela é razoavel
wo(n) e usando (7), obtém-se em regime, uma vez que a norma do véor' (n)u(n) varia

_ - ~ lentamente face a,(n).
w(n) =w(n —1) = ld(n) —y(n)] R (n)u(n) +q(n). (15) Usando uma hipétese semelhante a R2, a varig@e} também
Substituindod(n) pelo modelo (14), apés algumas manipulacdgode ser assumida independentdBe" (n)u(n)|;. Assim, usando

sendol|x||a £ x” Ax. Para continuar, é necessario assumir que

algébricas chega-se a A2 e R2, obtem-se
a1 = TR (e ()] s - 1) B aB { R (n)u(n)[& } ¢(c0), (23)
5(73)A_1 sendoa 2 B {(1 - 7(n)/7)?} = ¢/5° — 1.
- TR (n)u(n) + a(n). (16)  para obter uma aproximagao parfl| R ~*(n)u(n)|/% }, é necessario

o . . assumir que
A matriz identidade que aparece em (16) pode ser reescrita usarﬂgl A - /\)R‘lf{(n)m <1, sendo qud|| - ||| denota a norma

. T N 1 A
(3). Assim, multiplicando (3) & esquerda @8r " (n) obtém-se espectral eR(n) 2 (1 — MR(n) — R uma matriz de

I=AR'(n)R(n—1)+ R (n)u(n)u”(n). 17) perturbac&o hermitiana de média nula [15].

R4. A matriz F(n) £ (1-A)R'R7*(n) é independente de
u(n) e tem media nula, i.eE{F(n)} = 0 [15]. Essa matriz
representa uma flutuagdo do produR™'(n)R em torno da

matriz identidade j& que é possivel mostrar (ver [15, Eq.

X u(n)uT(n)} w(n—1) — @f{ﬂ(n)u(n) +q(n). (18)

Substituindo (17) em (16), chega-se a

W(n)= {Aﬁ’l(n)ﬁ(n* D+ (1* @) R (A3.7)])
) que

gl R'(n)R~ (1-)\)[I—-F(n). (24)

As Equacdes (16) e (18) fornecem o mesi@ ). Entretanto, termos

que aparecem em (18) permitem utilizar aproximacdes na analise

;Tg;r:}tem(lugt?a(\jr: Séisultados mais precisos, como os da analise do E{HR’l(n)u(n)H%} ~ (1 2)2pM (25)
Usando (18) e o fato de qug(n) é independente das condi¢cdesendo

iniciais e deu(n), obtém-se p 2 (1 + %Hu) (26)

e Ky 2 032/[03]2, ol = E{u2(n)} e 0',32 = E{u4(n)} — ot Se

Usando R3 e R4 e seguindo os calculos de [15], [2, p. 214], obtém-

E{wT(n)Rw(n)}=

- - A - - u(n) for gaussianok, = 2 e paraA — 1 observa-se que — 1.

+232 B{% T (n—DR(n—HR™IARR )R (n-1)%(n—1)} Substituindo (25) em (23), chega-se a

B

~ _ 2
+E{(1*”’%"))2v~vT<nf1>u<n>uT<n>R*1(n>Rﬁ*1<n)u<n>uT<n>€v(n—1>} B (1= ) pMag(oo). @7)
¢ . C - Para canais com resposta impulsiva longa, foi mostrado em
> - - —_— [12, Ap. I] que E{#*(n)u*(n)} ~ o3E{u’*(n)}. Embora essa

+E{%S”uﬂn)R‘l(n)RR‘l(nm(n)}+E{qT(n>Rq<n>} aproximacdo tenha sido justificada para canais longos, resultados

£ de simulacdo sugerem que ela é razoavel mesmo para canais com

resposta impulsiva curta [12], [13]. Usando essa aproximacab)e (2

12 E{(17%”)JVT(nq)ﬁ(nf1)1?{*1(n>Rfr1(n)u(n)uT<n)‘7v(n71>} :
o termoC pode ser aproximado por

F

2

-2 n)ul(n)R~1 R (n)R(n—1)w(n— g
SAE{B(n)u’ (M)R™(n)RR™(n)R(n-1)w(n-1)} C~ Tg(l - A)sz. (28)
0

g

(n) fi— fi— -
-3 E{ (1’%)B(">“T(”>R (mRR l(")“(")“T(”)“’("’l)} - (19) 10 simbolog representa aproximadamente igual mas menor que.
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[18], [2, p. 83]. No entanto, optou-se por simplesmente despreza-lo
D - O termoD é igual aTr(QR). R Multiplicando ambos os lados de (32) pBr, calculando o traco e o
£ - Usando (3) e R1, val&a(n)u”(n) ~ (1 — A)R(n). Com essa limite paran — oo, chega-se a
aproximacgao e A2, obtém-g&= 0.
Para obter aproximagfes para os terfos G € necessario assumir

o2(1— )M+ Tr(QR)/(1 = \)

ainda que C(o0) 2 (33)
R5. Em regimeE{R ' (n)} ~ (1-\)R~'. Para < 1 e regres-
sores gaussianos, essa hipotese é razoavel como mostrado em V. ANALISE DE TRANSITORIO
[3, Sec. 6.9.2].
F - Usando A2, R1 e R&F ~ 0. A seguir, obtém-se uma aproximagao para a maiiz) assu-
G - Usando A2, A3 e R5G ~ 0. mindo que o DM-SWA opere apenas dentro da regido de interesse
Substituindo essas aproximagdes em (19), ap6s algumas manfffu€aso estacionario.
laces algébricas chega-se a Por conveniéncia, reescreve-se (16) assumindgfsg=0, i.e.,
o3(1 = NMp(7)~% + Te(QR)/(1 - X) 1 () =
¢loo) ~ T+ A— (1 NpaM G - = y(n)g 1 _
TA-(1-Apa w(n) = w(n— 1) — 2R n)un)u’ (n)w(n — 1)
Y
O termo(1 — \)paM que aparece no denominador de (29) permite B(n) &
R ~ . . a” . , n R—l 34
prever situacdes em que a probabilidade de divergéncia do SWA é e (n)u(n). (34)
elevada, como sera mostrado nas simulagdes da Sec¢éo VI.
Para\ < 1, (29) se reduz a x3(n)
o2(1— A)M(5) "2 + Tr(QR) /(1 — A) Considerando vélidas as Hipoteses Al1-A4 e assumindo que o canal

(30) tenha resposta impulsiva longa, é possivel mostraiwe(n)} ~ 0

((00) =
2 .
A ) . [12], [13]. Sob essas suposi¢des, os ternidéx;(n)xz(n)} e
que foi 0b~t|da em [11]_ usando o método de ana!lse basea_dp]jjn xs(n)xZ(n)}, k = 1,2 sdo aproximadamente nulos em todo
conservagdo de energia e em [12] usando o método tradicio

. - . ante de tempo. Assim, a mat£n) pode ser aproximada como
baseado no célculo de uma recursdo da mé&ttiz). P f2n) p P

H A
B. Andlise fora da regido de interesse S(n) =~ E{xi(n)xi (n)} +E {x2(n)x3 (n)}
Assumindo agora que o DM-SWA opera apenas fora da regido de J N
interesse, pode-se obter uma outra aproximagéo {axs). Como + E {x3(n)x3 (n)} + E {x1(n)x3 (n)}
mostrado em [7], o DM-SWA volta para a regido de interesse apds um B

intervalo de tempo finito. Por isso, a hipdtese de que os coeficientes

do equalizador sdo adaptados apenas com (5) ndo é realista, ja +E {x2(n)xi (n)} . (35)
que o DM-SWA fica chaveando entre os dois modos de operagéo - . ~
quando a probabilidade de divergéncia do SWA é elevada. A anéliséo‘ Seguir sao cglculaqla,s aproximages para os terhios L,
a seguir pode ser interpretada como a de pior caso e nao mo&\asdummdo a seguinte hipotese N N

o funcionamento real do DM-SWA. Pretende-se apenas obter unfdl. Apesar dos valores esperados dg(n) e R™'(n) ndo

expressdo analitica do EMSE de pior caso. manterem a mesma relagléo inversa, € possivel aproximar
Reescrevendo (5) em funcéo den), obtém-se E{R"'(n)} ~ [E{R(n)}| £ P(n). Resultados de simu-
_ - . _ lagdo sugerem que, dependendo da inicializa¢cdo da matriz de
w(n) = [I —R 7 (n)u(n)u’ (n)| w(n—1) autocorrelagéo inversa, essa aproximagéo pode ser razoavel,
N L 2 o . .
+ R (mumu” (mwo(n — 1) +q(n).  (31) principalmente para\ < 1. Essa hipétese é usual na analise

do RLS (e.g., [19], [20] e referéncias contidas).

Para obter uma recorréncia para a ma#iz) = E{w(n)w”(n)}, Lembrando queﬁ(o) — 51, (3) pode ser reescrita como
multiplica-se (31) por sua transposta e toma-se a esperanca. Apos

algumas manipulacdes, chega-se a ~ n
9 pulac g R(n) = \"01+ > A" fu(l)u’ (1). (36)
S(n) =8S(n—1) —2(1-A\)S(n—1) =1
+ (1-2)*RE{u(n)u” (n)S(n—1)u(n)u” (n)}R " Aplicando a esperanca em ambos os lados de (36) e usando T1,
+(1-M)’R ™10z + Q. (32) obtém-se )
= n 1-A\"]
Para obter (32), utilizaram-se as Hipéteses A1-A4 e o fato de que P(n) ~ {A I+RT— ] : (37)

q(n) é independente das condigdes iniciais eude). Além disso,
a matrizR ' (n) foi simplesmente substituida por sua média usando como feito na Sec3o IV-B, na andlise seguinte, a miri7 (n) é

R5. Essa aproximagdo pode ndo ser valida em muitos casos. diffiplesmente substituida por sua média aproxinkxda). Essa apro-
entanto, nessa analise de pior caso co@ 1, pode ser consideradaximagcso pode nio ser valida durante as primeiras iteragdesy/).
razoavel. No entanto, assumindo que T1 seja vdlida, essa substituicdo é uma

Os trés primeiros termos do lado direito de (32) sdo linearggroximacéo razoavel sR~'(n) variar lentamente em relacio a
em S(n — 1). Dessa forma, para suficientemente proximo de y(n)u”(n).

1, o terceiro termo do lado direito de (32) pode ser desprezaglp. o termo? vale
em relac@o aos dois primeiros. Assumindo regressor gaussiaro, ess
termo poderia ser aproximado usando, por exemplo, os resultados de H=E{wnh-1)w'(n—1)}=S(n—1). (38)
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Z - O termoZ é dado por a divergéncia do algoritmo sempre que observada uma saida do tipo
NaN no Matlab. Para valores de— X menores ques x 1072, o
algoritmo SWA tem probabilidade de divergéncia praticamente nula,
0 que faz com que o DM-SWA opere dentro da regido de interesse.
Nesse intervalo, o EMSE em regime do DM-SWA tem uma boa
Para continuar, assume-se que concordancia com o valor tedrico de (29). Vale notar que o resultado
T2. O canal tem resposta impulsiva longa o suficiente para queQ9tido com a conservacdo de energia (Eg. (30)) coincide com (29)
regressoru(n) seja considerado gaussiano, tal que [18], [2,Para valores da proximos de 1, mas apresenta um erro mais elevado

7- %E{f (R ()u(n)u” () (n — 1)

xw'(n—Dum)u”" (R (n)}. (39

p. 83] para valores de. menores. A probabilidade de divergéncia do SWA
aumenta para valores de— A maiores que5 x 1072 e 0o DM-
E{u(n)u” (n)w(n — 1)w" (n — u(n)u” (n)} SWA passa a chavear entre seus dois modos de operacio. Nesse cas
~ 2RS(n — 1)R + RTr(RS(n — 1)). (40) né&o ha concordancia entre os resultados experimentais e resultados

. hiod D . teodricos de (29) e (30). No entanto, uma caracteristica que pode
Ur2na ionsequenma d,f‘ |p0te4se de canaf _longo Z & observada no resultado de (29), é que este consegue prever um
E{y’(mu’(n)} ~  E{y d(”)}E{“ (n)} como foi modstra © aumento no EMSE & medida que o SWA tem maior probabilidade de
em [1.2]’ 513]' Assim, usando Al-Ad, T1 e T2, o terriopode ser divergéncia, apresentando uma descontinuidade para um valor de
aproximado por préximo do valor “critico”, referente a regido de transi¢do da curva
£ = = de P,. Para valores d& menores que o valor “critico”, o resultado
I~ =P 2RS(n — 1) + RTr (RS(n — 1)) P(n). 41 ; . L ' -
2 () (n )+ r(RS(n NP (n) (41) previsto por (29) deve ser desconsiderado ja que a probabilidade de
J - Usando novamente R1 e R2, o tergfopode ser aproximado divergéncia do SWA é praticamente igual a 1. Em relagéo ao resultado

por da analise fora da regido de interesse, como (33) foi obtida através
1 ~ R de uma andlise de pior caso, pode-se notar que o resultado estabelece
J==E {ﬂz(n)R*I(n)u(n)uT(n)Rfl(n)} um limite maximo para o EMSE do DM-SWA em situagdes onde a
72 probabilidade de divergéncia do SWA ¢ alta.
O'Bf J—
~ ?P(n)RP(n)' (42) . —— —BMSE de (29) e
| | ) |- ZasE e ISR
K - Usando os mesmos argumentos, o teipode ser aproximado 2 ol + Experim;n(tal)DMSWA o 4\ R
por = Ba ARG S
1 . —~ -Of =7 /++,’<“~___’
K= jE{—fy(n)VNV(n— W (n — 1)u(n)uT(n)R_l(n)} SN T A4t
5 B T A0 ER s gkt ‘ 1
~ —S(n — 1)RP(n). (43) 151 i TRy 1 1
L - De forma analoga ao termi6, o termo£ pode ser aproximado 1073 1072 107! 10°
por 1 1F (b)
~ =
£=:E {—fy(n)R_l(n)u(n)uT(n)vTI(n )W (0 — 1)} R . | /- |
~ —P(n)RS(n —1). 44 : :
(m)RS( ) “4 1073 1072 107! 10°
Assim, usando esses resultados, chega-se a 1—A
— — Fig. 2. (a) EMSE do DM-SWA e (b) Probabilidade de divergérmimaSWA
S(n)~S(n—1)—-P(n)RS(n—1) —S(n — 1)RP(n) em funcdo de\; 4-PAM, M =4, L =2, 6 =102, Q = 107 *R~1.
1 —
+ ¥P(n){§[2RS(n —1)+RTr (RS(n—1))] Com relacdo & andlise de transitério no caso estacionario, foram
9 1= feitas simulagdes para os algoritmos SWA e DM-SWA considerando
+ UBR}P(R) (45)| 0 mesmo canal da simulag@o em regime e a transmiss&o de um sinal

) _ ~ 6-PAM com estatistica®i{a®} = 5,45 x 10°, E{a®’} = 11,67 e

O EMSE em cada instante de tempo pode ser estimado aproximadas; 5 ag curvas experimentais foram obtidas com uma média de
mente por¢(n) ~ Tr(RS(n —1)). 500 realizagdes e para facilitar a visualizagéo, utilizou-se um filtro
de média moével com 8 coeficientes. Na Figura 3, sdo mostrados
0s resultados obtidos coth = 0,999 e a estimativa da matriz de

Para verificar a validade das andlises, foi considerado o camatocorrelag&o inicializada cofit = 10?I. Pode-se notar que o valor
de [10], ie,[ 0,1 03 1 -0,1 0,5 0,2 ]e um equalizador tedrico do EMSE instantaneo tem uma boa concordancia com o valor
fracionario sobreamostrado com fataér = 2, contendoM = 4 experimental obtido com o SWA, considerando que uma pequena
coeficientes, inicializados com um Unico elemento diferente de zatiferenca em dB € comum em modelos de algoritmos autodidatas
e igual a um na segunda posicao. devido as hipéteses que sdo assumidas para possibilitar a anélise.

Na Figura 2-(a), sdo mostrados os resultados do EMSE em regiNesse caso, o resultado obtido com o DM-SWA é semelhante ao
obtidos através de 50 realizagbes do DM-SWA em funcéo do famistido com o SWA pois a probabilidade de divergéncia do SWA
de esquecimenta. Considerou-se um ambiente ndo-estacionario tél baixa nessas condicdes e o DM-SWA opera dentro da regiao
que Q = 107*R~! e a transmissdo de um sinal com modulacide interesse durante a maior parte das iteracdes. No entanto, pelo
4-PAM (pulse amplitude modulatigrcom estatistica&{a®} =365, fato do DM-SWA operar fora da regido de interesse em algumas
E{a®’} =5 e r = 8,2. Na Figura 2-(b), € mostrada a probabilidadéteragdes, pode ser observada uma pequena diferenga em sua taxa
de divergéncia do SWAK;) em funcdo de\. Para estimar essade convergéncia em relacao a do SWA. Na Figura 4, sdo mostrados
probabilidade, foram feitas 100 realiza¢6es do SWA e consideroueseresultados obtidos nas mesmas condi¢cdes, mas com a estimativa

VI. RESULTADOS DE SIMULAGAO
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da matriz de autocorrelagéo inicializada caéih = 10~°1. Nesse uma express&o para o valor maximo do EMSE num caso extremo, foi
caso, a inversa da estimativa da matriz de autocorrelagédo tem nofei também a analise do DM-SWA, considerando a operacado apenas
mais elevada nas iteracdes iniciais, fazendo com que as hipotdses da regido de interesse. O interessante € que esses resultados em
assumidas ndo sejam tao realistas, 0 que causa uma diferenca neaiojunto permitem o calculo tedrico de uma faixa de valores para o
entre o EMSE tedrico e o experimental durante a convergénd#ZMSE em regime obtido com o DM-SWA numa situacdo qualquer,
Esse erro que surge em decorréncia das aproximacdes utilizadasgeréglo o EMSE minimo obtido quando este opera somente dentro
propagado ao longo das iteracdes e prejudica o modelo. Nessa figdaaregido de interesse e 0 EMSE méaximo dado pela andlise fora da
€ mostrado também o resultado tedrico obtido quando a curva tedriegido de interesse. Finalmente, foi feita uma andlise de transitorio no
€ calculada sem considerar a primeira iteracdo, a fim de diminoaso estacionario, considerando a operacéo apenas dentro dr regia
o erro propagado ao longo das iteracdes. E possivel verificar glge interesse. Foi obtida uma expresséo para o EMSE instantaneo
o resultado tedrico é mais coerente com o resultado experimenalidada através de simulacdes. Verificou-se que quando a norma da
mas ainda apresenta uma diferenca consideravel. O estudo de owstimativa da matriz de autocorrelagdo no instante inicial é pequena,
aproximacdes para evitar o erro obtido quandoum valor pequeno o modelo apresenta um erro nas iteragcdes iniciais, o que acaba

serda tratado num trabalho futuro. prejudicando o resultado da andlise de transitério. Quando essa norma
10 é elevada, ocorre uma boa concordancia entre os resultados teéricos
- — Fxperimental SWA e experimentais.
—— Experimental DM-SWA ] -
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