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O Problema da Equalização
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Combinação de Filtros Adaptativos

Facilidade na escolha do passo de adaptação.
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y(n) = λ(n)y1(n) + [1 − λ(n)]y2(n)
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O parâmetro
de mistura e o
EMSE

Resultados de
Simulações

Conclusões

Combinação Convexa

O parâmetro de mistura λ(n) está restrito ao intervalo
[0,1].

A combinação é universal.

Pode ser usada para melhorar a capacidade de tracking.

Trabalhos:

J. Arenas-Garćıa, A. R. Figueiras-Vidal, e A. H. Sayed.
“Mean-square performance of a convex combination of two

adaptive filters”. IEEE Trans. Signal Process., 2006.
J. Arenas-Garćıa e A. R. Figueiras-Vidal.“Improved blind

equalization via adaptive combination of constant modulus

algorithms”. Proc. of ICASSP’06.
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Combinação Afim

Proposta em N. J. Bershad, J. C. M. Bermudez e J.
Tourneret. “An Affine Combination of Two LMS Adaptive

Filters - Transient Mean-Square Analysis”. IEEE Trans.

Signal Process., 2008.

É uma generalização da combinação convexa visto que
λ(n) não fica restrito ao intervalo [0,1].

λ(n) pode assumir inclusive valores negativos, o que
usualmente ocorre em regime no caso estacionário.
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Adaptação de λ(n)

Método 1

Adaptar λ(n) a fim de minimizar
JCM , E{[r − y2(n)]2}, r = E{a4(n)}/E{a2(n)}.

λ(n + 1) = λ(n) + µλe(n)[y1(n)− y2(n)], e(n) = [r − y2(n)]y(n)

Nem sempre garante o comportamento universal da combinação.

Método 2

Adaptar λ(n) a fim de minimizar JD , E{e2
d(n)} sendo

ed(n) = â(n − τd) − y(n) o erro de decisão.

λ(n + 1) = λ(n) + µλed(n)[y1(n) − y2(n)]

Comportamento mais adequado que o método 1.
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O parâmetro de mistura ótimo e o EMSE em
regime

Definindo
ea,i (n) = [wo(n) − wi (n)]uT (n),

EMSEi em regime: ζi = lim
n→∞

E{e2
a,i (n)} e

EMSE12 em regime: ζ12 = lim
n→∞

E{ea,1(n)ea,2(n)}.

A partir da derivada de JCM, obtém-se:

lim
n→∞

E{λo(n)} ≈
ζ2 − ζ12

ζ1 + ζ2 − 2ζ12

EMSE da combinação em regime: ζ ≈ ζ2 −
(ζ2 − ζ12)

2

ζ1 + ζ2 − 2ζ12
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Resultados Teóricos

Escolhendo um passo de adaptação µ1 para o filtro 1 e
considerando o passo de adaptação µ2 , δµ1 para o filtro 2,
com 0 < δ < 1 =⇒ 0 < µ2 < µ1.
Para o caso estacionário, nessas condições,

lim
n→∞

E{λo(n)} ≈
δ

(δ − 1)
e

ζ ≤ ζ2.

limn→∞ E{λo(n)} é negativo no caso estacionário.

Se δ → 1 (µ1 ≈ µ2),

ζ ≈
ζ2

2
.

O EMSE em regime da combinação é 3 dB menor que o
dos filtros componentes quando δ → 1.
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Cenário das Simulações

Sinal com modulação 4-PAM.

Canais h1 =
[

0,1 0,3 1,0 −0,1 0,5 0,2
]

e
h2 =

[
0,25 0,64 0,80 −0,55

]
.

Filtros componentes:

M = 4 coeficientes.
Sobreamostragem por um fator L = 2.
Inicializado com um elemento não-nulo e unitário na
segunda posição.
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O parâmetro
de mistura e o
EMSE

Resultados de
Simulações

Conclusões

Resultados de Simulações

Simulação 1

µ1 =1×10−3, µ2 =1×10−4 (δ = 0,1) e µλ = 0,075.

Ambiente estacionário.
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Resultados de Simulações

Simulação 2

µ1 =1×10−3, µ2 =1×10−4 (δ = 0,1) e µλ = 0,075.

Ambiente estacionário.

Relação sinal-rúıdo de 30dB.
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Resultados de Simulações

Simulação 3

µ1 =1×10−3, µ2 =0,9×10−3 (δ = 0,9) e µλ = 0,01.

Ambiente estacionário.

0 1 2 3 4 5

x 10
5

−20

−17

−14

−11

Iterações

E
M

S
E

 (
dB

)

(a)

µ
1
−CMA

µ
2
−CMA

Combinação

0 1 2 3 4 5

x 10
5

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

iterações

E
{λ

(n
)}

(b)



Introdução

O parâmetro
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Resultados de Simulações

Simulação 4

µ1 =1×10−3, µ2 =1×10−4 (δ = 0,1) e µλ = 0,075.

Ambiente não-estacionário: wo(n) = wo(n − 1) + q(n),
σ2

q =1×10−6 e Q = E{q(n)qT (n)}.
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Conclusões

O erro de decisão ed(n) é mais adequado para garantir a
universalidade da combinação afim de 2 equalizadores
CMA.

O parâmetro de mistura λ(n) é usualmente negativo em
regime no caso estacionário.

Quando são combinados dois filtros com passos de
adaptação muito próximos (δ → 1), a combinação
apresenta um EMSE 3dB menor que o EMSE dos filtros
componentes.
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Simulação adaptando λ(n) pelo método 1

Simulação

µ1 =1×10−3, µ2 =1×10−4 (δ = 0,1) e µλ = 0,01.

λ(n) adaptado pelo método 1.

Ambiente estacionário.
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Modelo para o CMA

Random-walk model:

wo(n) = wo(n − 1) + q(n), Q = E{q(n)qT (n)}

Modelo de e(n) para o CMA: e(n) = γ(n)ea(n) + β(n)

ζi

µiσ
2
β
Tr(R)+µ−1

i
Tr(Q)

2γ̄−µiTr(R)ξ

ζ12
µ1µ2σ

2
β
Tr(R)+Tr(Q)

γ̄(µ1+µ2)−µ1µ2Tr(R)ξ

σ2
β

, E{β2(n)} = E{a6(n) − r2 a2(n)}

γ̄ , E{γ(n)} = 3E{a2(n)} − r

ξ , E{γ2(n)} = 3 r E{a2(n)} + r2
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Comportamento de limn→∞ E{λo(n)}

e(n) = d(n) − y(n) = d(n) − λ(n)y1(n) − (1 − λ(n))y2(n) =

= d(n) − λ(n)(d(n) − e1(n)) − (1 − λ(n))(d(n) − e2(n)) =

= λ(n)e1(n) + (1 − λ(n))e2(n)

ea(n) = λ(n)ea,1(n) + (1 − λ(n))ea,2(n) =

= λ(n) (ea,1(n) − ea,2(n))
︸ ︷︷ ︸

pequeno quando δ → 1

+ea,2(n)


